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Preliminares
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Una K-digebra A, es un K-espacio lineal con un producto bilineal
A x A — A denotado por (x,y) — xy, el cual es asociativo y conmutativo
y con unidad e que satisface ex = xe = x
Esto es:
Para todo x,y,z € Ay a € K se tiene
a) x(yz) = (xy)z
b) xy = yx
c x(y+z)=xy+xz
d a(xy) = (ax)y

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



Un elemento a € A es llamado regular si existe a=! € A llamado inverso
deatalqueal-a=a-al=e
Si a € A es no regular, entonces a es llamado singular. Si a,b€ Ay b es

regular, el cociente a/b estd dado por a- b1,

March 8, 2026
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Preliminares

Constantes de estructura

CONSTANTES DE ESTRUCTURA

Si 8={p1,...,8n} es una base ordenada de un algebra A, el producto
entre los elementos de [ estd dado por:

BiB; = Z Cijk Bk
k=1

donde cjix € K para i,j,k € {1,2,...,n} son llamadas las constantes de
estructura de A asociadas a 3.
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Preliminares

Primera represetacién fundamental

PRIMERA REPRESENTACION FUNDAMENTAL

La primera representacién de A asociada a 3 es el isomorfismo
R : A — M(n,K) definido por:

R(Bi) = Ri
para i =1,2,...,n, donde R; es la matriz
¢ ca1 --- G
Ci12 Ci22 e Cin2
R =
Ciin Ci2n o Cinn

Maria Esther Grimaldo Reyna.
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Preliminares

R? es un algebra asociativa, conmutativa y con unidad eg2 = (1,0), con el
producto:

(x1, ¥1)(x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1%2)

Para la primera representacién fundamental:

(1,0)(1,0) (1 0) = 1(1 0) + 0(0, 1), C111 = 1, C112 = 0
(1,0)(0,1) = (0,1) = 0(1,0) + 1(0,1), c121 = 0, c122 = 1
(0, 1)(1, 0) (0 1) = 0(1, 0) + 1(0, 1), 11 =0,010 =1
(0, 1)(0, 1) (0 0) = 0(1, 0) (0, 1), 21 = 0, Coo2 = 0
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R(1,0) = (é 2) R(0,1) = <(1’ 8)

Sea (x,y) = x(1,0) + y(0, )
R(x,y) = xR(1,0) + yR(0,1)

(i )oY
=)

El conjunto de matrices

es una R dlgebra.
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Maurice Fréchet y Edgar R. Lorch

Maurice Fréchet Edgar R. Lorch
(1878-1973) (1907—-1990)
o Matemdtico francés. o Matematico estadounidense.
e Pionero en anilisis funcional » Contribuciones en espacios de Banach
y espacios métricos. y andlisis funcional.
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Diferenciabilidad en espacios normados

En el estudio de ecuaciones diferenciales y anilisis funcional aparecen
distintas nociones de diferenciabilidad.
Las mas utilizadas son:

@ Diferenciabilidad de Fréchet

@ Diferenciabilidad de Lorch

Ambas generalizan la derivada clasica a funciones definidas entre espacios
normados o algebras.
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Diferenciabilidad de Fréchet

Sean X, Y espacios normadosy F: X — VY.
Decimos que F es diferenciable en el sentido de Fréchet en xg € X si
existe una aplicacién lineal continua

DF(xp): X =Y
tal que

o IF o+ h) = Fxo) = DF(xo)hl]
h—0 || Al

0

La transformaciéon DF(xp) se llama derivada de Fréchet.
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Diferenciabilidad de Lorch

Sea A una algebra normada sobre R o C.

Una funcién F : A — A es A-diferenciable en el sentido de Lorch en
a € Asi existe b € A tal que

F(at )~ F(a) — bh] _
h—s0 I -

0

El elemento b se llama derivada de Lorch de F en a.
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Interpretacion de la diferenciabilidad de Lorch

La diferenciabilidad de Lorch impone que la derivada tenga la forma

DF(a)h = bh

es decir, la derivada estd dada por multiplicacién en el algebra.
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Importancia en sistemas diferenciales

La diferenciabilidad de Lorch permite interpretar ciertos sistemas
diferenciales como:

@ ecuaciones de Cauchy—Riemann generalizadas
@ campos vectoriales algebrizables

@ sistemas dindmicos inducidos por algebras
Esto conecta:

Algebras <+  Sistemas diferenciales

Maria Esther Grimaldo Reyna.
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DIFERENCIABILIDAD SOBRE ALGEBRAS

Sea f: U C A — A, definida en un conjunto abierto U. f es
A-diferenciable en xp € A si existe un elemento f'(xp) € A llamado
A-diferencial de f en xq y satisface:

i [Foo+h) = F(x0) = F'(x0)hl _

0
h—0 || ’

donde f’(xp)h denota el producto en A de f'(xg) con h.

March 8, 2026
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Preliminares

Teorema

Teorema
Supongamos que el sistema de ecuaciones diferenciales

n 6f;
> dk,,-af)g =0 (k=1,2,...,(n* = n)) (1)

tienen la propiedad de que para algun entero fijo p, este implica que se
cumple lo siguiente:

o\ [~ 0f) < of; oty
<6Xs> = (Z Atsr 8Xp> = Z(atsr)axp = ZAtaxp.
t=1 t=1 t=1

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



Supongamos que las matrices A; = (ajs/), i = 1,2, ...n, son conmutativas y
n
2
de,',' =0 (k = 1,2, e T — n).
i=1

Entonces existe una tnica dlgebra A lineal, conmutativa, asociativa sobre
K para la cual (1) es un conjunto de ecuaciones de Cauchy Riemann
generalizadas.

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026 18 /53



Objetivo

Dada una ecuacién diferencial ordinaria auténoma de la forma
x = f(x)

donde f : U C R" — R" es diferenciable en el sentido usual,
se busca:
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Objetivo

\

o Mostrar cémo se pueden utilizar las dlgebras para resolver algunos
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

v

 Dar las condiciones bajo las cuales aseguramos la existencia de un algebra

con respecto a la cual f es Lorch-diferenciable y en este caso, encontramos
el algebra correspondiente para expresar f como una ecuacién diferencial
sobre un algebra.

@- Expresar f como una ecuacién diferencial sobre un algebra.
~
! v

o Resolver la ecuacidn en el dlgebra y posteriormente encontrar las
G,
soluciones a la ecuacién diferencial ordinaria.
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Algebrizacién de campos vectoriales planares

Definicion
Sea A el espacio R? con un producto de R-algebra. Decimos que un

campo vectorial
F:UCR? 5 R?

es A-algebrizable en U si F es A-diferenciable en U.

March 8, 2026
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Definicién
Sea A el espacio R? con un producto de R-algebra. Diremos que el
sistema diferencial

dx
7; = fi(x1, x2),
% = f(x1,x2)

es A-algebrizable si el campo vectorial asociado es A-algebrizable.
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RESULTADOS

ALGEBRIZABILIDAD DE CAMPOS PLANARES

Teorema. Sea f : U C R? — R? Fréchet diferenciable sobre el conjunto
U. Supongamos que existen pares de matrices By, B, € M(2,R) de uno
de los siguientes tipos

) om=(1 %) m=(01)
0 ee (3 4) ee(50)
1) Blz<8(1)>, Bz=<(1)8>,

March 8, 2026
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RESULTADOS

ALGEBRIZABILIDAD DE CAMPOS PLANARES

las cuales son ortogonales a la matriz Jacobiana Jf(x, y), esto es
<Bi7Jf(X7y)> :O7 I: 1727

para todo (x, y) € U, entonces R? dotado con la estructura de 4lgebra
dada por el producto correspondiente (I, 11 o III)

| e e e e e e
) e | e e D) ep | —aer el (M) e |eg O,
e | & —be +ae e | e € e | 0

es un algebra A tal que f es A-diferenciable.
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ALGEBRIZABILIDAD DE CAMPOS PLANARES

Ejemplo

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

X = x2—2x3

Xo = 2x1X0 + 2X22,
asociado al campo vectorial f : R> — R? definido por
f(x1,x0) = (x2 — 2x3, 2x1%0 + 2x3)

y cuya matriz Jacobiana es

1 %0) — < 2x1 —4xy )

2xy  2x1 + 4xo

Maria Esther Grimaldo Reyna.

March 8, 2026



Las matrices

1 0 01

son ortogonales a la matriz Jacobiana Jf(x1, x2), esto es
(B, Jf(x1,x2)) =0, i=1,2,

para todo (xi,x2) € U. Entonces, f es A-algebrizable con respecto al
algebra A, la cual es R? con el producto

| e &
€1 | €1 €2
& | & —2e +2e&

donde e = ¢; es la identidad en A.
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RESULTADOS

ALGEBRIZABILIDAD DE CAMPOS PLANARES

Ahora, f(te) = f(t(1,0)) = (t2,0) = t?(1,0) = t?e; e = t?e? = (te)? = £2.
Entonces

E=—(r1+0c)?

y ¢ € A es una constante en el algebra.
Resolver la ecuacién diferencial se reduce a encontrar

—(r+ c)*1

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



RESULTADOS

ALGEBRIZABILIDAD DE CAMPOS PLANARES

Entonces
—c —c
w(0.0) = ( [arari@?r Greri@r )
Como 1
w(0) = —
obtenemos

(a(t),x(t)) = w(te)
= w(t,0)

—(t+c1)
— ( (ercl)er(Cz)2 ’ )
(f+61)2+(52)

y satisface la condicién que

X1(0) ﬂ Y X2 (0) %

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



RESULTADOS

Caracterizacién de sistemas cuadraticos algebrizables en el plano.

Los sistemas planares cuadraticos algebrizables, son:
Q Type |

x = ao+ (b2—aby)x — bb1y — 2bbgxy
+ < b3 - ab4) X — *bb3y

y = bo+ bix + boy + bsxy + bax® + bsy?,

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



donde a, b, ag, bg, b1, - - , bs son constantes reales con la relacién
abs = 2bs + 2bb,.

La ecuacién diferencial de una sola variable sobre el dlgebra
correspondiente estd dada por:

i3

i = (aoer + boex) + ((b2 — abr)er + brex)¢

1
+ <<2b3 — ab4> er + b4€2> 52.
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Q Typell

X = ag+aix+ axy + asxy + a4x2 + a5y2
y = bo+(a1+aa)y+ (%33 + aas)y?,
donde a, by, ag, a1, - - , as son constantes reales con la relacién
az = —2%.
a

La ecuacién diferencial de una sola variable sobre el dlgebra
correspondiente esta dado por:

3

ar (ager + boez) + (azer + (a1 + aaz)ex)€

1 2
+ ase; + §a3+aa5 e | &°.
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Q Type lll

X = ag+ alx+a2x2

y bo + by + bay?,

donde a;j y b; son constantes reales para i = 0,1,2. La ecuacién
diferencial de una sola variable sobre el dlgebra correspondiente esta
dado por:

d
Ti = (ager + boes) + (arer + bre)é + (aner + bpey) €2
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Algebrizabilidad de campos vectoriales en R3.

Teorema 1.
Sea f : U C R3 — R3 una funcién Fréchet-diferenciable sobre un conjunto

abierto U. Supongamos la existencia de seis matrices linealmente
independientes B; € M(3,R) para i = 1,2,3,4,5,6 de los siguientes tipos

0 a b -1 ¢ d

B: = 1 0 O , B, = 0 1 0 ,
0 0 O 0 0 O
0 e f 0 g h

Bs = 0 0 1 s B, = 0 0 O ,
0 0 O 1 0 O
0 i g -1 k |

Bs = 0 0 O , Bs = 0 0 O
0 1 0 0 0 1

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026 33/53



las cuales son ortogonales a la matriz Jacobiana Jf(x,y,z) de f, esto es
(B, Jf(x,y,2z)) =0, i=1,2345,6.

for all (x,y,z) € U. Si las matrices

0 —a —b 0 —b —h
Mi=|1 —c —d |, Mo=| 0 —d —j
0 —e —f 1 —f -

son conmutativas, esto es My M, = Mo Mj, entonces R3 dotado con la
estructura de algebra dado por el siguiente producto

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



‘ e € €3

€1 | € €2 €3
/ 2
) e | e —aep —cey —ee3 —be; —dey — fes (2)
e3 | e3 —bey —dey —fe3 —hey — jeo — les

es un algebra A tal que f es A-diferenciable.

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



Teorema 2.

Sea f : U C R3 — R3 Fréchet-diferenciable sobre un conjunto abierto U.
Supongamos que existen seis matrices linealmente independientes

B1, By, ...,Bs € M(3,R) de los siguientes tipos

1 0 O 0 1 0

B: = a -1 b 5 B, = c 0 d s
0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 O

B:=| e 0 f |, Bs=| g 0 h |,
0 0 O 1 0 O
0 0 O 0 0 O
Bs = i 0 g , Be = k -1 |/
0 1 0 0 0 1

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



las cuales son ortogonales a la matriz jacobiana Jf(x, y,z) de f, esto es
<B,‘,Jf(X,y,Z)>:O, i:17273747576

para todo (x,y,z) € U. Si las matrices

—a 1 —g —b 0 —h
Mlz —c 0 —i s MQZ —d 0 —j
—e 0 —k —f 1 -l

son conmutativas, esto es My M, = Mo M, entonces R3 dotado de la
estructura de algebra dado por el siguiente producto

| el & e3
" el | —ae1 —cer —ee3 e —bey —dey — fes (3)
€ €1 €2 €3
€3 —bel — d62 — fe3 €3 —hel *je2 — Ie3

es un algebra A tal que f es A-diferenciable.
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Teorema

Sea f : U C R3 — R3 Fréchet-diferenciable sobre un conjunto abierto U.
Supongamos que existen seis matrices linealmente independientes
B1,By,...,Bs € M(3,R) de los siguientes tipos

1 0 O 01 0
0 0 O , Bxo=1|10 0 0
a b -1 d 0
0 0 1 0 0 O
0 0 0|, B, = 1 00
e f 0 g h 0
0 0 O 0 0 O
01 o0 , Be=| 0 0 1
i j -1 k 1 0

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



las cuales son ortogonales a la matriz jacobiana Jf(x, y,z) de f, esto es
(Bi,Jf(x,y,2z)) =0, i=1,2,3,4506

para todo (x, y,z) € U. Si las matrices

—a —g 1 —-b —h O
Ml = —c —i 0 N M2 = —d —j 1
—e —k O —f -1 0

son conmutativas, esto es, My M, = M>M;, entonces R3 dotado con la
estructura de gebra dado por el siguiente producto

| el & &

m €1 | —ae; —cery —ees —bey —der —fes3 €
e | —bey —dex —fe3 —hey —jeo—les e

€3 €1 €2 €3

es un algebra A tal que f es A-diferenciable.
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Sea f : R3 — RR3 definida por

f(x,y,z) = (x> = 2yz,2xy — y? — 2yz,2xz — 2yz — z°)

y
2x —2z —2y
Jf(x,y,z) = 2y 2x—2y —2z —2y
2z —2z 2x — 2y — 2z

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



Las matrices

001 -1 -1 -1
Bi=|100]|, By=[o0 1 o0 |,
000 0O 0 0
00 -1 010
Bs=(00 1 |, Bs=[00 0],
00 0 100
0 -1 0 -1 -1 -1
Bs=(0 0 0], Bg=| 0 0 0
01 0 0 0 1

satisfacen las condiciones del Teorema 1,

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026
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y las matrices

0 0 -1 0 -1 0
Mi=|1 -1 -1 |, Mo=|0 -1 0
0 0 -1 1 -1 -1

conmutan. Entonces R3 dotado de la estructura de lgebra dada por el
producto

€ €2 €3
€1 | & €2 €3
€ | & —e —€ —€6& — €3
€3 | €& —€— €€ —€3

es un algebra A tal que f es A-diferenciable.
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Si e = e, entonces

f(te) = f(t,0,0)

= (t3,0,0)
= t%(1,0,0)
= t?e
= &2
= f(8)
Luego, con % = ¢ se tiene que las soluciones son &(7) = —(7 + ¢) 71,

donde ¢ = (c1, ¢, ¢3) € A es una constante relacionada con la condicién
inicial y 7 = (t, r,s) es un parametro (tiempo) sobre el dlgebra A.
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La primera representacién R de A es determinada por

100 0 0 -1
Rle)=[ 0 1 0 |, Re)=(1 -1 -1
00 1 0 0 -1

0 -1 0

Rles)=| 0 -1 0

1 -1 -1
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La expresién para £(7) es igual a la pre-imagen bajo R de la matriz de

(t+c) —(s+c) —(r+ o) !
( (r+e) (t+a)—(r+c)—(s+c) —(r+ ) .
A (s+cs) —(s+a) (t+a)-(r+c)—(s+c)
ntonces

&(7) = i (€(7), &2(7), g3(7)) donde

ga(r) = (t+a))-2t+a)(r+a)—2t+a)(s+c)
+ (r+a)l+(r+a)st+a)+(s+a)

(1) = (s+a)f —(t+a)(s+a)

g(r) = —(r+a)+(t+a)r+a)

Maria Esther Grimaldo Reyna. March 8, 2026



Al (x+a) —2x+a)y+ea)-2t+a)(z+a)+(x+a)y+e)
3x+a)yt+e)z+a)+(x+a)zt+a)—(y+a)ilz+a)

(y + c)(z + cs)’.

+

En este caso, la solucién (x(t), y(t),z(t)) = £(t,0,0) de & = f(x)
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estd dada por

X = g ((erar) -2+ a)e) -2+ a)e),
+ (@) +(a)(@)+(a)

W0 = g ((eF - (t+a)e).

) = (@ + e+ a)e).

donde

Aol = (t+a)’ —2(t+a)(e) -2t +a)(e)+ (t+a)(e)’
+ 3(t+a)(@)(e) + (t+ a)(e)’ - (@)(a) - (e)(e)
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Conclusiones

Resumen proceso de solucion para sistemas de EDO con campos en
R", n=2,3

@ Se encuentra un dlgebra de matrices en M(n,R) para la cual se
cumple que
Jf(x) € M(n,R).
@ Se utiliza el dlgebra de matrices para encontrar un producto en R”,
con el cual R"” es un algebra A.
@ Se escribe f en términos de la variable del dlgebra A.

@ Se escribe la ecuacién diferencial ordinaria como una ecuacién
diferencial sobre Ay se resuelve.

@ Se usan las soluciones de la ecuacién diferencial sobre A para
encontrar las soluciones de la ecuacién diferencial ordinaria.
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Trabajo futuro

a) Buscar una generalizacién del tipo de familias de campos vectoriales
f:R" — R"

algebrizables (para cada valor entero n).

b) Implicar los resultados de este trabajo en el caso de los sistemas
diferenciales no auténomos a teoria de control.

c) Realizar simulaciones de las soluciones del sistema original y
compararlas con las simulaciones de las soluciones de la ecuacién en
el algebra.
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