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Online skripta

Online skripte by gradivo.hr

Idealna skripta za svakoga! Pronadi objasnjenja svih gradiva, ilustracije, formule i tablice. Sve je napisano jednostavnim jezikom i sazeto
tako da mozes u sekundi doci do informacije koju trebas!

Slobodno podijeli i s drugima! Nase skripte su uvijek bile i uvijek ¢e ostati besplatne. To je na$ mali doprinos svim srednjoskolcima!
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BROJEVI

Skupovi brojeva

Skup mozemo shvatiti kao bilo kakvu kolekciju razligitih objekata. Clanove koji tvore skup zovemo elementima skupa.
N - prirodni bro_]evi
Z - cﬁeli brojvei

Q

\

racionalni bro_]evi

\

iracionalni laro_]evi

A

reani Iorojevi

Prirodni brojevi su oni brojevi do kojih mozemo doc¢i kada krenemo brojati od 1 na dalje, dakle 1, 2, 3, 4, ...

N=1{1,2,3,4,...,n,...}
. '
Z={.,-3-2-10123,...}
Racioncin brojev s ol brcjut ki modermo zapisati ol ralomkc,npr. ™. g o oflbrl, o prioden brojraieit odo, '
Q={-3%-05,...,175}

Iracionalni brojevi su oni brojevi koji imaju beskonacan neperiodi¢ni decimalni zapis, tj. oni brojevi koje ne mozemo napisati kao razlomak % gdje
je m cijeli, a n prirodan broj.

! I={-v2,...,log,5,7,4,5142...} ;
Realni brojevi su oni brojevi koji su ili racionalni ili iracionalni.
; R=QUI ;

Racunske operacije medu skupovima

Kazemo da je skup A podskup skupa B ako je svaki element skupa A ujedno i element skupa B.
Pisemo A C B.
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N Podskup

Ako unutar nekog skupa U promatramo odnose medu njegovim podskupovima, skup U zovemo univerzalni skup.

AQ .
J /Q

neki skupovi

u

univerzalni skup

Unija skupova A i B, oznake A U B, je skup koji sadrZi sve elemente koji pripadaiju bilo kojem od skupova A ili B.

www.gradivo.hr
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\

Presjek skupova A i B, oznake A N B, je skup koji sadrzi sve elemente koji se nalaze i u skupu A i u skupu B.

uni_]a

\

Ako skupovi A i B u presjeku nemaju zajedniékih elemenata, kazemo da su oni disjunktni skupovi.

Presjek
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Razlika skupova A i B, oznake A\B, je skup koji sadrzi sve elemente koji se nalaze u skupu A, ali nisu u skupu B.

razlka

Nekaje A C U. Komplement skupa A je skup koji sadrzi sve elemente univerzalnog skupa U koji se ne nalaze u skupu A. Oznaka je AC.

www.gradivo.hr
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A 7
/
/ / Vs N— komplement

Kardinalni broj skupa je broj elemenata u skupu. Drugim rije€ima, to je broj ¢lanova ili broj vrijednosti koliko imamo u skupu. Oznaka je card(S),

za neki skup S.
Skup bez elemenata zovemo prazan skup. Oznaka je &.

Prisjetimo se sljiedecih pojmova.

Prosti i sloZeni brojevi

Prirodne brojeve mozemo podijeliti na proste i slozene.

Prosti brojevi su oni brojevi koji su djeljivisamo s 1 i sa samim sobom. Dakle, imaju to¢no dva djelitelja. Takvi su npr. 2,3,5,7,11,13,17,19...
SloZeni brojevi su oni koji nisu prosti, odnosno oni brojevi koji imaju vise od dva djelitelja. Takvisu 4, 6, 8,9,10,12, ...

Broj 1 nije niti prost niti slozen broj.

Najvedéi zajednicki djelitelj i najmaniji zajednicki visekratnik
Najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b, pod oznakom nzd(a, b), je najvedi broj koji je djelitelj i broja a i broja b.

Najveci zajednicki djelitelj dvaju brojeva dobijemo tako da istodobno oba broja dijelimo njihovim zajedni¢kim prostim djeliteljima dok je to
moguce. U trenutku kada to vise nije moguce, postupak je gotov. Umnozak tako dobivenih faktora je najvedi zajednicki djelitel;.

Najmanii zajedni¢ki viekratnik brojeva a i b, pod oznakom nzv(a, b), je najmaniji broj koji je visekratnik i broja a i broja b.

Najmanji zajednicki visekratnik dvaju brojeva dobijemo tako da istodobno oba broja dijelimo njihovim zajedni¢kim prostim djeliteljima dok je to
moguce. Zatim svaki od brojeva zasebno rastavljamo dalje na proste faktore dok ne dobijemo broj 1. Umnozak svih tih faktora je najmanji
zajednicki visSekratnik.

Najbolie ¢emo objasniti na primjeru: nadimo nzd (18, 24) inzv(18, 24).

8 www.gradivo.hr



Online skripta

& 24 |(2)
4. hajvedi
@ 2:3=G zajedniéki

djeljitel]

23322=72 “

najmanji
zajednicki
visekratnik

_

\
|
[
3
yA
2 /
\&/

Dijeljenje s ostatkom

Teorem o dijeljenju s ostatkom: Za proizvoljni prirodan broj a i cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i  takvidaje b = qa + 7, gdje je 0 <
r<a.

U teoremu g predstavlja najvedi cijeli dio kvocijenta b/a, a 7 ostatak pri dijeljenju.

Zapis racionalnih brojeva

Rekli smo da su racionalni brojevi su oni brojevi koje mozemo zapisati u obliku razlomka npr. % te se takav zapis zove razlomacki zapis. Medutim,
ako podijelimo broj m brojem n dobit ¢emo decimalni zapis.

Prisjetimo se:

+ 1.235 konaéni decimalni zapis

- 1.235235235235... = 1.235 periodicki decimalni zapis

- 1.23535353535... = 1.235 mjestovito periodicki decimalni zapis

Takoder, mozemo i obratno, iz decimalnog zapisa dodi u razlomacki zapis. Objasnimo po gornjim slu¢ajevima.

+ decimalni broj koji ima kona¢an decimalni zapis pretvaramo u razlomak tako da u brojnik zapiSemo taj broj bez decimalne tocke, a u nazivnik
pidemo broj 1 i dodajemo onoliko nula koliko ima decimalnih mjesta

+ ako broj ima periodicki decimalni zapis, u brojnik zapiS§emo taj broj bez decimalne to¢ke te oduzmemo onaj broj koji predstavljaju znamenke
koje se ne ponavljaju, a u nazivnik pidemo broj 9 onoliko puta koliko ima znamenki koje se ponavljaju

+ ako broj ima mjesovito periodicki decimalni zapis, u brojnik zapiSemo taj broj bez decimalne tocke te oduzmemo onaqj broj koji predstavljaju
znamenke koje se ne ponavljaju, a u nazivnik piemo broj 9 onoliko puta koliko ima znamenki koje se ponavljaju, zatim broj 0 onoliko puta koliko
ima znamenki koje se ne ponavljaju, a nalaze se nakon decimalne tocke

Najbolje ¢emo uociti na primjerima:

www.gradivo.hr 9
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4352679
100000

4352679

\

4352030 - 4352079 - 43
99999

43526479

\

4348327 - 4352079 - 4352
99900

4352679

\

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Brojevni pravac

Brojevni pravac je pravac na kojem je svakom realnom broju pridruzena to¢no jedna toc¢ka.

Na praveu uvijek imamo to&ku ishodista, oznake O, koja predo&ava nulu te definiranu jediniénu todku F, koja se nalazi na mjestu jedinice.
Duzina od O do E, odnosno od 0 do 1 se zove jedini¢na duzina.

Usporedivanje brojeva na pravcu
Ako se broj a nalazi desno od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a veéi od broja b §to zapisujemo kao a > b.

Ako se broj a nalazi lijevo od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a maniji od broja b $to zapisujemo kao a < b.

Usporedivanje decimalnih brojeva

Prioritet usporedivanja decimalnih brojeva:
1. Usporedujemo cijeli dio decimalnog broja, odnosno ne gledamo brojeve iza decimalne tocke.

2. Usporedujemo znamenke iza decimalne tocke, slijeva na desno. Cim naidemo na znamenku koja je na nekom mjestu u jednom broju veéa od
znamenke na istom mjestu u drugom broju, odmah znamo da je taj broj vedi.

www.gradivo.hr 1
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2123 224

1223 224

12123 124

3 <4

223 < 1224

Zaokruzivanje brojeva

Kod zaokruzivanja brojeva, gledamo prvu znamenku koja se nalazi poslije mjesta na koje Zelimo zaokruziti broj.

Ako je ta znamenka manja od 5, broj prepisujemo do znamenke na koju trebamo zaokruziti.

2273 = 227 227\3

Ako je prva znamenka poslije mjesta na koje zelimo zaokruziti 5 ili vec¢a od 5, znamenku na mjestu na koje zaokruzujemo povec¢avamo za 1.

12 www.gradivo.hr
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12538 = 154 12538

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Omjeri, postoci, apsolutna vrijednost i aritmeticka sredina

Omijer
Omijer brojeva a i b je rezultat dijeljenja tih brojeva, odnosno a : b. Citamo "a naprema b".

Kako je omjer zapravo dijelienje, cesto ga zapisujemo i u obliku razlomka %

s
o
Il

Produljeni omjer
Produljeni omjer je kraci nacin na koji mozemo zapisati vise omjera gdje se drugi ¢lan jednog omjera poklapa sa prvim ¢lanom drugog omjera.

Zaomjerea : bib : ¢ bitada u obliku produzenog omjera skraéeno napisalia : b : c.

Postotak

Postotak je stotina nekog broja, odnosno stoti dio tog broja. Takoder, mozemo ga definirati i kao omjer nekog broja i broja 100 ili kao razlomak s
nazivnikom 100. Do zapisa u decimalnom obliku dodemo tako da broj od kojeg radunamo postotak podijelimo sa 100. Oznaka je %, a &itamo
"posto". Tako bi na primjer 43% proditali kao "Eetrdeset i tri posto”

27 __
21— 0.27

[\)
NG

X
I

Promil

Promil je, sli¢no kao postotak, tisuc¢ina nekog broja, odnosno tisuciti dio tog broja. Takoder, moZzemo ga definirati i kao omjer nekog broja i broja
1000 ili kao razlomak s nazivnikom 1000. Do zapisa u decimalnom obliku dodemo tako da broj od kojeg raéunamo promil podijelimo sa 1000.

Oznaka je %o, a &itamo promil. Tako bi na primjer 522%o0 progitali kao "petsto dvadeset i dva promila”.

158%0 = ;o = 0.158

Proporcionalnost

Proporcija ili razmier je jednakost dvaju omjera. Za dvije veli¢ine kazemo da su proporcionalne ako postoji zavisnost izmedu njih, u smislu da
povecanje jedne veli¢ine uzrokuje povecanje druge i obrnuto. Veligine su proporcionalne ako je njihov omjer stalan broj k, k # 0. Velicine su
obrnuto proporcionalne ako povecanje jedne uzrokuje smanjenje druge i obrnuto. Veli¢ine su obrnuto proporcionalne ako im je umnozak stalan
broj k.
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a:-b=c:d ad = bc

|

Apsolutna vrijednost

Apsolutna vrijednost odreduje veli¢inu broja bez obzira na predznak. Za broj x, apsolutna vrijednost se ozna¢ava s \a:| U praksi, ona svaki broj
prebacuje u pozitivan broj. Dakle, ako je > 0, apsolutna vrijednost |a:| ée biti upravo . Ako je < 0, onda ée |a:\ biti —2 (moramo pomnoZiti s
minusom ako Zelimo dobiti pozitivan broj jer je  negativan).

Apsolutna vrijednost suprotnih brojeva je isti broj.

ako je broj Pozi+ivan i O

samo ga Prepiéemo \\/
|5 =5
| 51=5

[\
\\ ako je broj negativan

samo maknemo minus

Aritmeticka sredina

Aritmeti¢ka sredina ili prosjek je broj koji raGunamo tako da zbroj svih vrijednosti koje promatramo podijelimo s brojem vrijednosti koje smo imali.

Formalno, za n brojeva 1, 2, ..., Tn, aritmeti¢ku sredinu, u oznaci  raGunamo po formuli

X, | X, X5 | X, 5+3+5+4

(5em [3em [Sem]| 4em ’

425
A cm

X|
\

X|
\
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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POTENCIJE

Potencije

Potencija je skraceni zapis za umnozak nekoliko istih brojeva. Konkretno, ako broj a mnozimo n puta sa samim sobom, zapisat ¢emo a™. Broj a

zovemo bazom potencije, a n je eksponent.

a-a-a-..-a-a = a’

n faktora

Pravila za racunanje s potencijama

Potencije s eksponentima 0,1,21i 3

al = | a-a = o*

a =a a-a-a = o

Potencije s negativnim eksponentom

Zbrajanje jednakih potencija

at+a+. . +a=k-a

k ¢lanova

Zbrajanje i oduzimanje potencija ("zbrojimo/oduzmemo brojeve ispred, a potenciju prepiS§emo"). Zbrajati i oduzimati mozemo samo iste
potencije, dakle i baza i eksponent moraju biti isti.

www.gradivo.hr
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rije ‘,‘,’" ‘\;}
;:’/— mogu(:e samo ako su

XN+ yn = potpuno jednaki

! a-z"+tb-z"=(aLb) 2" :

Mnozenje i dijeljenje potencija istih baza radi se tako da "bazu prepiS§emo, a eksponente zbrojimo ili oduzmemo".

! " . ™ Zntm :

! " _ n—m E

! an = T :

Kod mnozenja i dijeljenja s istim eksponentima "baze pomnozimo/podijelimo, a eksponent prepisemo”.

! n_ ,n _ n :

! " _ (z\n '

| v =6 5

Kod potenciranja "bazu prepisemo, a eksponente pomnozimo".

5 ()" = "™ 5

Znanstveni zapis broja

Znanstveni zapis broja je zapis broja u obliku a - 10", odnosno u obliku umnoska koeficijenta a i potencije s bazom 10.

Broj a ¢e po apsolutnoj vrijednosti uvijek biti broj vedi ili jednak 1 i manji od 10. Dakle, to je neki decimalni brojizmedu 110 iliizmedu —10i —1.

Eksponent 7 je neki cijeli broj.

Dakle, znanstveni zapis broja je

5 a-10",necZ,1<n<10 5
18 www.gradivo.hr
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053 = 1053 - 10’

\

35078345

4.

35078345 - I10*

|\

0.00064853 = L4853 - 10

-4

302 - 10" = 302 - 10°

2

Oprez! Broj 705 - 10° nije zapisan u znanstvenom obliku jer koeficijent 705 nije broj koji je po apsolutnoj vrijednosti izmedu 1 i 10. Znanstveni
zapis tog broja bi bio 7.05 - 10°.

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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ALGEBARSKI IZRAZI

Algebarski izrazi

Algebarski izraz su "matematicke recenice" koje nastaju od brojeva (konstanti), slova (varijabli), raCunskih operacija i zagrada.
Clanove algebarskih izraza odvajamo plusom ili minusom. Ako dvije ili vie stvari mnozimo i/ili dijelimo, to smatramo kao jedan &lan.

Jednoclani algebarski izraz se zove monom, dvoclani binom, a troclani trinom.

3x‘*¥2 + 10x + a’r?

| &lan «—— \AZ dmv 3. ¢Zlan

Osnovne formule

a+b)Y =a’+2ab+ b

(a b)Y =a" 2ab+b”

a b =( b)a+b)

20 www.gradivo.hr
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(a+b) =a +3ab+3d +b
a b)Y =a 3ab+3d b

a+PB =(a+b)a*- ab + b

e

a b =(a b)la*+ ab + b?)

Faktorizacija

Faktorizacija ili rastavljanje na faktore (na izraze koji se mnoze) je postupak kojim neki matematicki izraz zapisujemo u obliku umnoska. MozZe se
provesti na dva nacina:

1. rastavljanje po formuli - svaku od gornjih formula mozemo primijeniti u drugu stranu, s desna na lijevo

2. izlu¢ivanje - u izrazu nademo najveci dio koji je sadrzan u svakom ¢&lanu izraza, njega izlu¢imo ispred zagrade, a u zagradi napis§emo §to
ostane od izraza kada svaki njegov ¢lan podijelimo s onim §to smo izlugili

kvadrat razlke

) 2
At - 12Zxy + 9y? = 7 —> = (2x - 3\/)2

\
D
X

N
N

!
N
X

Ox* - 2%y + 4x? = 2x? (Bx? - xy + 2)
/N /N /\

Ix* 5xz Ix* Xy 2Zx?

Vrijednost algebarskog izraza

Racunanje vrijednosti algebarskog izraza provodi se tako da zadano slovo (varijablu) zamijenimo brojem koji je dodijeljen toj varijabli, kada god
na nju naidemo.

www.gradivo.hr 21
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2x + 7 =72

X =5

25+T7=10+7 =17

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza
Zbrajati i oduzimati mozemo samo ¢lanove koji imaju sva identi¢na slova (varijable) u svom zapisu. Postupak se provodi u dva koraka:
1. zbrojimo ili oduzmemo brojeve koji se nalaze u nasim ¢lanovima, ispred slova

2. na tqgj rezultat samo nalijepimo slova koja su stajala u ¢lanovima koje smo zbrajali ili oduzimali

Ex + I0x = [Bx IOx - Bx = 5x
N

5+10=15 O-5=5

Mnozenje i dijeljenje algebarskih izraza

Mnoziti i dijeliti mozemo bilo koje algebarske izraze. Razlikujemo dva slucaja - kada radimo s jednoclanim izrazima ili kada je barem jedan od
izraza viseclan.

Postupak za prvi slu¢qj se, slicno kao i kod zbrajanja, sastoji od dva koraka:

1. pomnozimo ili podijelimo brojeve koji se nalaze ispred slova u ¢lanovima s kojima radimo
2. pomnozimo ili podijelimo ista slova, odnosno potencije s istom bazom, na nacin kako se mnoze ili dijele potencije (slovo prepisemo, a
eksponente zbrojimo ili oduzmemo).

23X+ 12x = 3Gx? 24x3y= Bx? = 3xy
N A

3-12 = 36 24:8 =3

U drugom sluc¢aju, ako imamo samo jedan ¢lan koji mnozi ili dijeli zagradu, onda ga mnozimo/dijelimo sa svakim ¢lanom zagrade posebno.
Pazimo na predznake!

Mnozenje zagrada radimo po principu "svaki sa svakim”, gdje svaki ¢lan prve zagrade posebno mnozimo sa svakim ¢lanom druge zagrade.
Ponovno, pazimo na predznake!
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(2a - 3b) (ax + 2) = 202x + 4a - 3abx - Gb

~— ~

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Algebarski razlomci

Algebarski razlomci su razlomci koji i u brojniku i u nazivniku imaju algebarske izraze.

Vrijednost algebarskog razlomka ra¢unamo isto kao i kod obi¢nih algebarskih izraza, svako pojavljivanje slova (varijable) u razlomku zamijenimo
brojem koji je dodijeljen varijabli.

3%
5 32
5

|\

_ 6
-5
X =2

Skracivanje algebarskih razlomaka
Algebarske razlomke mozemo kratiti ako su i brojnik i nazivnik zapisani u obliku umnoska te ako brojnik i nazivnik imaju neki dio koji se mnozi, isti.

Bitno je zapamtiti da, ako su neka dva ¢lana algebarskog razlomka povezana plusom ili minusom, njih gledamo kao jednu, nerazdvojnu cjelinu.
Dakle, smijemo kratiti samo ¢lanove koji su medusobno povezani mnozenjem.

(3x + B) (2 + 5%) 3x + 5
(2 +5%) (2x + ) 2% + |

|

X% (2x + 3) xt (2x + 3)
X2 (x + 2) X + 2

\

\

(x + 2) (x-3) X + 2

Mnozenje i dijeljenje algebarskih razlomaka

Algebarske razlomke mnozimo kao i obi¢ne razlomke, brojnike sa brojnicima, a nazivnike sa nazivnicima. Lakse pamtimo kao "gornji s gornjim,
donji s donjim".

Dijelimo isto kao i obi¢ne razlomke, drugi razlomak obrnemo i onda pomnozimo s prvim.

Takoder, prije mnozenja skratimo ako je moguce, bilo koji ¢lan koji je gore u bilo kojem razlomku mozemo kratiti s istim ¢lanom koji se nalazi dolje
u bilo kojem razlomku.
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5x+8.2x+3 Ex + 8
2%+ 3 Tx + | Tx + |

\

X+2 X+2 X+vZ 4x-3 4x-3
X+ 4x -3 2x+| x+vZ 2% + |

|

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih razlomaka
Zbrajanje i oduzimanje algebarskih razlomaka provodi se u 4 koraka.
1. korak - Faktoriziramo nazivnike svih razlomaka s kojima radimo.

2. korak - U novom redu napravimo veliku razlomacku crtu i odredimo najmaniji zajednicki nazivnik, na sliedeci nacin: prepisemo sve §to pise u
nazivniku prvog razlomka, zatim od nazivnika drugog razlomka prepisemo samo dijelove koji nedostaju novom, velikom razlomku. Postupak
ponavljamo za svaki razlomak koji zbrajamo ili oduzimamo.

3. korak - Podijelimo novi, veliki nazivnik s nazivnikom prvog razlomka, odnosno od velikog razlomka uzmemo dijelove koje prvi razlomak nema te
ih pomnozimo s brojnikom tj. s onime $to piSe gore u razlomku. Prepisemo plus ili minus koji se nalazio iza razlomka kojeg smo gledali. Postupak
ponavljamo za svaki razlomak koji zbrajamo ili oduzimamo.

4. korak - Sredimo brojnik, odnosno pomnozimo, zbrojimo i oduzmemo sve §to mozemo u gornjem dijelu novog, velikog razlomka.

N

yA X X
+ = 4+ =
X+ x2-1 x4+ (x-Dx+D

2-(x -1+ x| 3% - 2
(x + % -1 (x + Nx -1

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!

www.gradivo.hr 25


file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b

C gradivo.hr

LINEARNE JEDNADZBE | NEJEDNADZBE

Intervali

Usporedivanje brojeva
Ako se broj a nalazi desno od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a veci od broja b $to zapisujemo kao a > b.

Ako se broj a nalazi lijevo od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a manji od broja b $to zapisujemo kao a < b.

Intervali

Interval je skup svih brojeva koji se nalaze izmedu neka dva poznata broja ili skup svih brojeva vec¢ih/manjih od nekog poznatog broja.
Za prikaz intervala sluzimo se posebnim zagradama: {, ), [, ].

Otvorene, $iljaste ili $picaste zagrade (i ) koristimo kada ne Zelimo ukljuiti broj koji se nalazi uz njih.

Zatvorene ili uglate zagrade [ i ] koristimo kada Zelimo ukljugiti broj koji se nalazi uz nijih.

Uz pomoc¢ intervala prikazujemo i rieSenja nejednadzbi. Razlikujemo tri slu€aja: otvorene, zatvorene i poluotvorene intervale.

a b

a<X<b <a,b> e e s

-2-10 1 2

a b

a X b [a, b] “+——t——

-Z-10 1 2

a b

a<x b <a, Ia] W}_}

26 www.gradivo.hr



Online skripta

Unija i presjek intervala

Unija dva intervala je interval koji sadrzi sve brojeve koji su se nalazili u bilo kojem intervalu, dakle bilo Sto iz prvog intervalaiili bilo Sto iz drugog
intervala.

Presjek dva intervala je interval koji sadrzi samo one brojeve koji su se nalazili u oba intervala, dakle ono $to se nalazilo i u prvom i u drugom
intervalu.

un'l]a
A

—+— b A~ /’)
-2 -1 O N 2

Presjek

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Linearne jednadzbe

Linearna jednadzba je jednadzba oblika a -  + b = 0 gdje je a razligit od 0. Jos se koristi naziv "jedna jednadzba s jednom nepoznanicom".

Rijesiti jednadZbu znadi odrediti sve brojeve  tako da uvrstavanjem tih vrijednosti umjesto x-a, dobijemo nekakvu istinu, odnosno da lijeva i
desna strana jednadzbe budu jednake. Takve x-eve zovemo rieSenje jednadzbe.

Broj rjeSenja linearne jednadzbe
Linearna jednadzba moze imati jedno, nijedno ili beskonaéno mnogo rjesenja.
Jednadzba ima jedno rjeSenje ako rieSavanjem jednadzbe za x dobijemo to&no neki odredeni broj.

Jednadzba nema rie$enja ako riedavanjem dodemo do nekog izraza koji nikada nije istina. Takvi izrazi su oblika 0 - £ = b gdije je b bilo koji broj
razli¢it od 0.

JednadZzba ima beskonaéno mnogo riedenja ako je zadnji izraz do kojeg dodemo oblika 0 - & = 0.

5)(:6 OX=4‘ OX::O

! ! !
iedno riesenie nhema riesenia  beskonacno mnoago
ledo rjezenje  nema rjeer) oo

Postupak rjeSavanja linearne jednadzbe

Svaku lineranu jednadzbu mozemo rijesiti u 4 koraka.

1. korak - Rijes§imo se svih zagrada i razlomaka (pomnozimo jednadzbu sa najmanjim zajedni¢kim nazivnikom).
2. korak - Sve nepoznanice stavimo na lijevu stranu, a sve brojeve na desnu.

3. korak - Posebno zbrojimo i oduzmemo sve nepoznanice s lijeve strane i posebno sve brojeve s desne strane.

4. korak - Podijelimo cijelu jednadZzbu s bilo ¢im Sto stoji ispred nepoznanice, tj. s brojem koji stoji ispred nepoznanice.

- 2X
| korak: —_7—=9+X/@

K\
2 korok: -2x = 03 + Tx

3 korak: -2x - Tx = &3

4. korok: -9 = ©3 / —> x=-1

28 www.gradivo.hr



Online skripta

Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima

Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima rjeSavamo isto kao i obi¢ne linearne jednadzbe. Razlika je samo u trenutku kada se zelimo osloboditi
apsolutnih vrijednosti.

Postupak pri oslobadaniju je sliedeci:

1. Jednadzbu rastavimo na dva slu€aja: u prvom slu¢aju samo maknemo apsolutne vrijednosti, a u drugom slu¢aju ih pretvorimo u zagrade i
stavimo minus ispred novonastale zagrade.

2. Svaki slu¢aj rieSavamo kao novi zadatak, tj. kao posebnu jednadzbu.

3. RjeSenje pocetne jednadzbe je svako rjeSenje do kojeg dodemo ovim nacinom.

Ix + 2| = 9

v N

X+ 2 =9 -(x+2)=9

X =7 X = - |l

Izrazavanje jedne veli¢ine s pomocu drugih u jednakosti

Ako Zelimo iz jednakosti izraziti jednu veli€inu s pomocu drugih, zapravo radimo racunske operacije nakon kojih ¢e na lijevoj strani ostati samo
veli¢ina (nepoznanica/slovo) koje Zelimo izraziti, a sve ostalo ¢e biti na desnoj strani. Pokazimo na primjeru.

Iz jednadzbe a = bizc izrazimo veliginu b:
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(b + )
a-—5— /@

2a = b + ¢
2a -¢c = b

v =2a-cC

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Linearne nejednadzbe

Postupak rieSavanja linearnih nejednadzbi isti je kao i kod linearnih jednadzbi, sve do trenutka kada mnozimo ili dijelimo jednadzbu negativnim
brojem. Tada ¢emo, osim §to ¢emo lijevu i desnu stranu pomnoziti/podijeliti tim brojem, okrenuti znak nejednakosti u drugu stranu. Sve ostalo je u
potpunosti isto.

\

'__Zlé ¢ /7 ‘__2/1<e/-7

- 2%

|\

42 /-(-2) -2x < 42 /(-2

N
\
\

negativan

-2 X(>)- 2l prédznak

T

X
\

=t

- obrnuti znak

Prikaz rjeSenja linearnih nejednadzbi

Rjesenja linearnih nejednadzbi mozemo prikazati na tri nacina: preko nejednakosti gdje je £ sam na lijevoj strani, preko intervala ili graficki preko
pravca.

Tredi nacin prikaza rieSenja je graficki, na brojevnom pravcu. Nakon §to nacrtamo brojevni pravac, podebljomo ili obojamo dio pravca koji
odgovara nasem rjeSenju.

i ey TR

i nac¢ina za Prikazaﬁ isto ljeéenje

Sustav linearnih nejednadzbi

Sustavi nejednadzbi rieSavaju se tako da:
1. svaku od nejednadzbi rijeSimo zasebno
2. na istom brojevnom pravcu oznacimo riesenja svake nejednadzbe razlicitim bojamaili crticama okrenutima u drugu stranu

3. nase konacno rjeSenje ¢e biti presjek ova dva rjesenja, odnosno onaj dio brojevnog pravca gdje se nalaze obje boje ili gdje se crtice sijeku
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| nggﬁraudezbe: X <3 (oo, 3) 101 2 3 45

>

1012345

riesenie
2. né!]edn&lldﬂaez X | I' +co>

L 3) PO —— >
’ 1012345

kona¢no l

rjeéen_]e: X <3

Nejednadzbe s apsolutnim vrijednostima

Razlikujemo dvije vrste nejednadzbi s apsolutnim vrijednostima.

—_

.sluéqj, x| < a:
« Ako je a < 0, nejednadzba \m| < a nema rjesenja.
« Ako je a = O rjeSenjeje x = 0.

+ Ako je a > 0, rieSenje nejednadzbe \m| < a zapisujemo na jedan od tri nacina (odnosno rieSavamo se apsolutne vrijednosti):
—a<z<a ii (z>-aiz<a) i =z€][—a,al

2. slucaj, |x| > a:
- Akoje a < 0, rjesenje nejednadzbe |z| > a su svi realni brojevi .

- Ako je a > 0, rjeSenje nejednadzbe |z| > a zapisujemo na jedan od sliedeéih nagina: (z < —ailiz > a) iz € (—o0, —a] U [a, 00).

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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KOORDINATNI SUSTAV

Kartezijev koordinatni sustav

Uredeni par je par elemenata u kojem se toéno zna koji je element na prvom mijestu, a koji na drugom. Oznaka je (a, b). Tada je prvi element a, a
drugi element b.

Kartezijev koordinatni sustav u ravnini (il samo koordinatni sustav) se sastoji od svih uredenih parova gdje su i prvi i drugi element realni brojevi.
Svaki takav uredeni par odreduje to¢no jednu tocku u koordinatnom sustavu. Kazemo da to¢ka T ima koordinate (z, y) i pisemo T'(z, y). Broj
je apscisa tocke T', a y je ordinata tocke 7.

Tocke u ravnini smjeStamo u odnosu na dva okomita pravca koje zovemo koordinatne osi. Vodoravnu os nazivamo os z ili os apscisa. Vertikalnu
os nazivamo os ¥ ili os ordinata. SjeciSte koordinatnih osi zovemo ishodiSte koordinatnog sustava.

Koordinatne osi dijele ravninu na Cetiri dijela te tako imamo Cetiri kvadranta. Kvadrante karakteriziraju predznaci koordinata njihovih to¢aka.

I. kvadarnt YA L kvadrant
(-%, y) 1 (%, y)

-

..OS e
(os Ordinata) |

d--————-0

X-OS" T IShOdIé+C (O, O)
(0s apscisa) 1

(% -y) (%, -y)
. kvadrant V. kvadrant

Kada zelimo nacrtati neku tocku u koordinatnom sustavu, prvo na x-osi nademo prvu koordinatu, odnosno prvi broj u zagradi, te tocke.
Povu¢emo okomitu isprekidanu linjju koja izlazi iz te tocke. Zatim na y-osi nademo drugu koordinatu tj. drugi broj iz zagrade i iz njega povu¢emo
isto tako okomitu, iscrtkanu liniju. Nasa tocka se nalazi na sjecistu tih iscrtkanih linija.
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Crtamo tocku T(4, -2)

nademo 4 na x-osi

-| O |
nademo -2 na y-osi -1

.....

Koordinate to¢ke nacrtane u koordinatnom sustavu ocitavamo postupkom obrnutim od crtanja tocke. Iz tocke povucemo okomitu liniju na x-os
i pro€itamo prvu koordinatu, a zatim okomitu liniju na y-os te procitamo drugu koordinatu.
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Oc¢itavamo koordinate tocke T

H “ % zatim o&itamo
i ]l koordinatu na y—osi
5 X
+ : >
-| O |
;:\ __I 4
prvo Proéi+amo gdje
SMO NAa X-0si || -,-( %) )

Udaljenost to¢aka u koordinatnom sustavu

Udalienost togaka A(z1, ) i B(x2, y2) raduna se formulom:

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

Poloviste duzine

Poloviste duzine AB, gdje je A (x1,y1) i B (%3, y2), oznacavamo s P i njezine koordinate (zp, yp) raGunamo kao:

________________________________________________________________________________________________________________________

_______________________________________________________________________________________________________________________

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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LINEARNA FUNKCIJA

Linearna funkcija

Opcenito o funkciji

Op¢enito, funkcija je preslikavanje sa skupa D u skup K takvo da se svaki element skupa D preslika u neki element skupa K. Ako se jedan
element iz D preslikava u 2 ili vise elemenata skupa K, onda to nije funkcija. Skup D zovemo domena funkcije, a skup K kodomena funkcije.
Provjeru je li neki graf funkcija ili nije, radimo uz pomo¢ vertikalnog testa. Ako uspijemo naéi uspravni pravac koji sijece graf u 2 ili vise tocke,
onda to nije funkcija. Ako svaki takav pravac sijece graf uvijek u samo jednoj tocki, onda je to graf funkcije.

uvi_]ek samo
_]ednom sgec":e

Punkcija
\ N

hiie funkcija

Funkciju takoder mozemo zamisljati kao "crnu kutiju" koja radi po nekakvom pravilu. Nakon $to u nju ubacimo broj, ona po zadanom pravilu nesto
napravi s tim brojem i rezultat izbaci van.

Ako sa f oznagimo nasu funkciju, tada pridruZivanje broja x broju y oznadavamo s f(:v) = y. Broj x zovemo argument funckije, a y vrijednost

funkcije.
Svaka funkcija je zadana svojom domenom, kodomenom i pravilom pridruzivanja.

Slika funkcije je skup svih vrijednosti koje funkcija moze poprimiti, odnosno skup svih brojeva koje funkcija moze izbaciti. To c¢emo gledati kao sve
Y-e koje mozemo dobiti. Oznaka za sliku je Im.
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Y
Zamislimo da "spﬂoéﬁmo“ '
Funkciju na y-os
i Pogledamo sto

ce sve biti obojano ......

U ovom sluc“:aju obojah bi
sve Ior‘ojeve od minus beskona¢no
pa do najviéeg dﬂela Funkcﬂe
- +aj interval bi bila slka

Vidimo da bi obojah cﬂelu y-0s
pa je slika Funkcge cﬂeli R

Funkcija je injekcija ako se svaki x preslika u svoj, drugadiji y tj. a
provjerava horizontalnim testom. Sli¢no kao i vertikalni test, ako
suprotnom jest.

ko ne postoje dva x-a za koja ¢e funkcija izbaciti istu vrijednost. Injektivnost se
vodoravni pravac sijece funkciju u dvije ili viSe toCkaka, nije injekcija, au

www.gradivo.hr
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uvi_]ek samo
jednom s'gec“:e

iniekciia

~

Linearna funkcija

-

\
\
INS
AN
\
\
N,
.
~
~

,sijece dva puta

<\

horizontalni test

>

/!

hiie iniekcija

Funkciju zadanu pravilom f(:c) = a - x + bgdje su a i b neki realni brojevii a # 0 nazivamo linearnom funkcijom. Broj a se zove koeficijent

smjera (nagib pravca), a b je odsjetak na osi y.

U linearnoj funkciji, umjesto a i b bi trebali stajati brojevi, a x i f(.’/v) (odnosno y) ostaju slova.

Broj a, nagib pravca ili koeficijent smjera, odreduje koliko je pravac nagnut - strm ili blag. Sto je a vedi po svojoj vrijednosti, to je pravac strmiji.
Broj b, odsje¢ak na osi y, predstavlja mjesto gdje pravac udara y-os. To je dakle broj na kojem vidimo da pravac sijee y-os.

Nulto&ka linearne funkcije je broj « koji dobijemo rieavanjem jednadzbe ax + b = 0.

Graf svake linearne funkcije je pravac. Za pravac ¢emo reci da raste, ako gledajuéi s lijeva na desno, idemo sve vise i vise. U tom slu€aju je a >

0. Obrnuto, ako s lijeva na desno pravac izgleda kao da se spusta, reé¢i éemo da padai tada je a < 0.

38
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nutocka

\oneéak
,ha osi y

- nutocka

,
/

e

v

Nagib pravca

>

<0
pada ™~y

Nagib pravca, odnosno koeficijent smjera, nam je jako bitan. Govori nam koliko brzo neki pravac ide prema gore ili prema dolje. Ako ga Zelimo

iSCitati iz slike pravca, to mozemo vrlo jednostavno napraviti. Trebaju nam samo dvije "lijepe" tocke.

Krec¢emo od lijeve od te dvije tocke i gledamo koliko moramo i¢i dolje ili gore da dodemo do razine druge toc¢ke. Naravno, ako se pomi¢emo

dolje, stavljamo minus ispred broja, a ako idemo gore, ne stavljomo nista. Taj broj ¢e i¢i gore u razlomak odnosno u brojnik. Nazivnik tj. donji broj

u razlomku ¢e biti pomak od lijeve tocke do desne, odnosno koliko nam koraka treba u desno da dodemo do njezine razine. Dakle, a ¢e biti

jednak razlomku koji nastane iz ova dva broja.

www.gradivo.hr
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Odredivanje naaiba pravca

spusﬁli smo
se za 4

demo u -
desno za

Crtanje grafa linearne funkcije

B(4, -2)

Znamo da je graf linearne funkcije pravac. Svaki pravac je odreden s dvije tocke pa nam je zapravo dovoljno naci samo dvije tocke koje

zadovoljavaju po¢etnu funkciju i odmah mozemo nacrtati pravac.

Toc¢ke nalazimo tako da za « odaberemo neki broj i za njega izracunamo koliki e biti y. Te dvije vrijednosti skupa odreduju jednu toCku.

Postupak ponovimo jo$ jednom i imamo dvije to¢ke kroz koje povu¢emo pravac.

Ovaj postupak mozemo lijepo napraviti preko tablice kako je pokazano na slici dolje.
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Cr+n_]e pravca

~<
!
N
+

Posebni pravci su takozvani horizontalni i vertikalni pravci.

Horizontalni pravac je oblika y = b, gdje je b neki broj. On je paralelan s x-osi, tj. osi apscisa.
Vertikalni pravac je oblika = ¢, gdje je ¢ neki broj. On je paralelan s y-osi, tj. osi ordinata.
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YA

Graf funkcije apsolutne vrijednosti
Graf apsolutne vrijednosti y = |z| crtamo tako da:
1. nacrtamo graf funkciey = x

2. dio funkcije koji se nalazi iznad x-osi ostaje nepromijenjen, a dio funkcije ispod x-osi prebacimo iznad x-osi tj. zrcalimo s obzirom na x-os jer
funkcija apsolutne vrijednosti svaku negativnu vrijednost pretvara u pozitivnu istog apsolutnog iznosa.
Na taj nacin ¢emo dobiti graf funkcije y = \m|

Graf funkcije y = |z| jednak jegrafuy = zzax > Oigrafuy = —z zaz < 0.
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YA

y=|x|

V><

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Sustav linearnih jednadzbi

Linearna jednadzba s dvije nepoznanice je jednadzba oblika ax + by + ¢ = 0, gdje su z i y nepoznanice, a a, b i ¢ neki brojevi. Inace, svaka
takva jednadzba ima beskonaéno mnogo riesenja.

Medutim, ako dodamo jo$ jednu jednadZbu s dvije nepoznanice dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice koji moze imati
jedno, nijedno ili beskona¢no mnogo riesenja.

Rjesenje sustava linearnih jednadzbi je svaki par brojeva (z, y) koji zadovoljava obje jednadzbe kada se brojevi x i y ubace u njih.

RjeSavanje sustava dviju jednadzbi s dvije nepoznanice

Imamo dvije metode: metoda supstitucije i metoda suprotnih koeficijenata.

Metoda supstitucije

U ovoj metodi, zelimo “izraziti” jednu nepoznanicu pomocu druge. Drugim rije¢ima, Zelimo na jednoj strani bilo koje jednadzbe sustava dobiti da
piSe samo jedna nepoznanica, a da je sve ostalo na drugoj strani.

Nakon toga, u drugu jednadzbu, onu koju nismo dirali za sad, umjesto nepoznanice iz prvog dijela koja je sama na jednoj strani, ubacimo izraz
kojem je ona jednaka. Na taj nacin dobijemo obi¢nu linearnu jednadzbu koju znamo rijesiti.

IXN +V = 3 —> =3 - 72X
=3 =y -
X -2y =-1 <

ubacimo umiesto
y u drugoj jednadzloi

1

W
\

N

X - 2(3 - 2%x) = -l

< X
!

|\

Metoda suprotnih koeficijenata

U ovoj metodi je bitno da za pocetak uredno napiSemo dvije zadane jednadzbe jednu ispod druge, odnosno nepoznanicu ispod istoimene
nepoznanice. Cilj ove metode je namijestiti suprotne brojeve ispred jedne od nepoznanica tj. namjestiti tako da u obje jednadzbe ispred iste
nepoznanice stoji isti broj, samo s drugim predznakom. Nakon toga, te nepoznanice prekrizimo, a sve ostalo prepiS§emo u novu jednadzbu, tako
da ono $to je bilo lijevo ostaje lijevo, a sve §to je bilo na desnoj strani, ostaje desno.
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(2x + 3y =1 /2
£3x—2yy=8?3v
(4% + Gy = 2 2.+ 3y
% - Gy = 24
X + Ix =2 + 24

AL

\\

|

A

~<
0
L

=2

Neki tvrde da postoji i metoda komparacije, no to je samo metoda supstitucije sa vise koraka. :)

Broj rjeSenja

Vidjeli smo primjere gdje smo dobili to¢no jedno rjeSenje za z i jedno rieSenje za y. Medutim rekli smo da sustavi linearnih jednadzbi mogu imati i
beskonacno riedenja ili Cak niti jedno. Te slu¢ajeve prepoznajemo na sliededi nacin:

« Ako tijekom rjesavanja jedne jednadzbe dodemo do izraza koji ne sadrzi nepoznanice (odnosno sve nepoznanice se poniste ili pise npr. 0z) i taj
izraz je istinit (npr. 0 = 0), to znadi da sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.

« Ako tijekom rjesavanja jedne jednadzbe dodemo do neke neistine, neke "gluposti" kao npr. 0 = 1, mozemo odmah stati. Taj sustav nema
rieSenja. Tu se nepoznanice isto tako poniste, odnosno nemamo ih ili pide npr. 0.

Grafi¢ko rjeSavanje

Linearna jednadzba s dvije nepoznanice je pravac.
Dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice su dva pravca. Sto se tie rjeenja, prisjetimo se kako se mogu odnositi dva pravca u ravnini.

Xl —

vaci se sijeku vaci su Pamlelni vaci se Podudamju
(isti su)

Onda isto vrijedi i za sustave linearnih jednadzbi. Mogu imati jedno riesenje (pravci se sijeku), niti jedno riesenje (pravci su paralelni) ili
beskona¢no mnogo riesenja (pravci se podudaraju).
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Grafi¢ko rieSavanje sustava dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice radit ¢emo upravo tako da nacrtamo dva pravca koji su zadani preko

jednadzbi i pogledamo kako se oni odnose. Dovoljno je napisati odgovor rije¢ima, samo u slu¢aju kada se sijeku jo§ trebamo i ocitati toCku u
kojoj se sijeku.

YA

Y =X+ 3
=X+ 3
rjeéenje je to¢ka u
(O, 3){ kojoj se pravci sijeku
x = O, y = 3

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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TROKUTI

Trokut

Trokut A ABC je dio ravnine odmeden duzinama AB, BC i C A. To¢ke A, B'i C se zovu vrhovi trokuta, duzine AB, BC i C A su stranice, a o,
B i~y su unutarniji kutevi trokuta.

Vrste trokuta

Obzirom na duljine stranica u trokutu, razlikujemo 3 trokuta: jednakostranicni (sve stranice su jednake duljine), jednakokracni (dvije stranice su
jednake duljine) i raznostranicni (sve stranice su razli¢ite duljine).

C
B a C B C a

a
tri iste stronice clv'ge iste stranice sve stranice razli¢cite
tri ista kuta dva ista kuta svi kutevi razli¢iti

Obzirom na veli¢ine kuteva, opet imamo 3 vrste: pravokutni (ima jedan pravi kut), Siljiastokutni (svi kutevi su Siljasti) i tupokutni (ima jedan tupi kut).
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B ~ tupi kut
B (veciod 90°)

g

svi kutevi su éil_]asﬁ
(maniji od 90°)

C

C b A
Pravokuﬁqi+n9ku+ é@as+okuhni+roku+ tupokutni trokut

Svojstva trokuta

« Zbroj duljina bilo koje dvije stranice trokuta mora biti veéi od duljine trece stranice trokuta (nejednakost trokuta).
« Zbroj unutarnjih kuteva u trokutu iznosi 180°.
- Sto je kut vedi, nasuprotna stranica je duza. Sto je stranica trokuta duZa, to je nasuprotni kut vedi.

- Vanjski kutovi trokuta su kutevi koji se nalaze uz unutarnje kuteve, a raéunaju se kao o’ = 180° — o, 8/ = 180° — Biv' = 180° — +.
(pogledaijte prvu sliku)

« Zbroj vanjskih kutova trokuta iznosi 360°.
- Opseg trokuta je zbroj svih stranica tog trokuta, odnosno O = a + b + ¢, gdje su a, b i ¢ stranice trokuta.

« Svaki trokut ima tri visine. Visina je okomica iz vrha trokuta na nasuprotnu stranicu.

a-Vq

« Povrsina trokuta raduna se formulom P = 2%

Jo$ neke formule za povrsinu trokuta:

gdje je a bilo koja stranica trokuta, a v, visina na tu stranicu.

- Heronova formula: P = /s - (s — a) - (s — b) - (s — c) gdje je s poluopseg odnosno s = b

-P=r-s= Z—%, gdije je r sredite trokutu upisane kruznice, a R srediste opisane kruznice
; a+ B+ =180° ;
E al+ﬁl+7,:3600 E
; O=a+b+c ;
E _av, _ by _ cu E
: P=%p="=5 :

________________________________________________________________________________________________________________________

Karakteristicne tocke trokuta

- srediste opisane kruznice - to¢ka u kojoj se sijeku simetrale stranica trokuta. Simetrala duzine je pravac okomit na tu duzinu koji prolazi
njezinim polovistem.
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S - srediste opisane kruznice

- s_]ecié+e simetrala stranica

- srediste upisane kruznice - toc¢ka u kojoj se sijeku simetrale unutarnjin kutova trokuta. Simetrala kuta je polupravac, s po¢etkom u vrhu kuta,
koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

S - srediste upisane kruznice

- sjecié+e simetrala kuteva

- teziSte - tocka u kojoj se sijeku teziSnice trokuta. Tezi$nica je duzina koja spaja vrh trokuta s polovistem nasuprotne stranice. Teziste dijeli
teziSnicu u omjeru 2:1 gledajuci od vrha trokuta.
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T - teziste

- sjecié+e tezisnica

Teziste d[]eh svaku tezisnicu u
omjeru 2 gleclajuc’:i od vrha.

- ortocentar - to¢ka u kojoj se sijeku pravci na kojima leze visine trokuta

O - ortocentar

- sjecié+e visina

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Pravokutni trokut

Pravokutni trokut je trokut koji ima jedan pravi kut. To odmah povladi da je zbroj druga dva kuta 90°. Stranice uz pravi kut se zovu katete, a

stranica nasuprot pravom kutu, najduza stranica, se zove hipotenuza.

Kako su katete okomite, povrina pravokutnog trokuta se moze radunati i prema sliededoj formuli, gdje su a i b katete:

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

Pitagorin poucak

________________________________________________________________________________________________________________________

Talesov poucak

Kut nad Promjerom
kruznice Je vai kut.

| B
lsto tako, hipo+enuza vaokqunog
trokuta Je Promjer heke kruznice.
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Euklidov poucak

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Sukladnost i slicnost
Talesov teorem o proporcionalnosti duzina

Ako krakove nekog kuta presje€emo paralelnim pravcima, duzine koje dobijemo na jednom kraku proporcionalne su duzinama koje dobijemo na
drugom kraku. Vrijedi i obratno.

VAl _ [VAi| |AB| _ [AiB| [VA] _ A4
: [VB| [VBi| [VA] [V A [VB| |B1B|

Poucak o simetrali kuta

Simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih dviju stranica

C

X ©|lw
[\

\

®» X|-»

13
\
\
\
\
\
\
4 \
\
\
\
\
\
\
\
]

A 3 G B

Sukladnost trokuta

Dva su trokuta, ili opéenito dva geometrijska lika, sukladna ako jedan mozemo dovesti u drugi tako da se potpuno poklapaju. Drugim rije¢ima,
ako su isti, ali na drugom mjestu u prostoru. Za odrediti sukladnost trokuta koristimo 3 poucka, ovisno o elementima koji su isti u oba trokuta. Ako
su stranice i/ili kutevi iz pou€aka isti, onda ¢e trokuti biti sukladni. Za sukladnost dvaju trokuta je potrebno pronaci barem tri elementa u kojima
se oni poklapaju.

+ $-K-S poucak: dvije stranice i kut izmedu njih su sukladni (isti)

+ K-S-K poucak: jedna stranice i kutovi uz tu stranicu su sukladni

+ S-S-S poucak: sve tri stranice su sukladne

www.gradivo.hr
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AVANROTYS,

sukladni trokuti sukladni mnogokuﬂ

Sliécnost trokuta

Dva su trokuta sli¢na ako su im sva tri kuta istih veli¢ina. Drugim rije¢ima, ako likovi izgledaju "isto", ali je jedan veca ili manja verzija drugog.

Koeficijent sli¢nosti, oznake k, je omjer duljina odgovarajuéih stranica, opsega, visina ili tezignica. Kod povrsine k moramo kvadrirati.

s L lam| _ o] _ Jac)
! ~ |AB| ~ |BC| ~— JAC]
! j—i

E )

: U W U
k_va_vb_vc

! ity _ty g

: k_ta_tb_tc

! 2 __ P

s W=7

Za odrediti sli¢nost trokuta opet imamo 3 poucka koji, ako su zadovoljeni uvjeti, potvrduju da su trokuti sli¢ni.

+ $-S-S poudak: omjer duljina odgovarajudih stranica je isti za svaki par stranica iz veéeg i manjeg trokuta, odnosno koeficijent sli¢nosti k je isti
za svaki par stranica

+ K-K poucak: dva sukladna kuta u oba trokuta

+ S-K-S poucak: jedan kut sukladan, a stranice uz taj kut proporcionalne

C C slieni trokuti
' AABC ~ AABC
( 3 istim loojama su oznaceni

A B B A odgovamjuc’:i kutevi i

stranice u ova dva trokuta
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Trigonometrija u pravokutnom trokutu

Trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu ¢emo raditi uzimajuci u obzir polozaj stranica u odnosu na neki Siljasti kut, dakle nikad ne
gledamo u odnosu na pravi kut.

Hipotenuza je najduza stranica u trokutu, nalazi se nasuprot pravom kutu.
PrileZze¢a kateta je ona koja se nalazi uz kut, a da nije hipotenuza.

Nasuprotna kateta je stranica nasuprot kutu kojeg gledamo, ona i kut se nikako "ne dodiruju”.

\\> c TN\

hipoJremuza

-

b
Prileiec’a kateta \/ sve 9|edamo u

odnosu na kut

Trigonometrijski omjeri

Sinus je omjer nasuprotne katete i hipotenuze. Za kut o, oznaka je sin a.
Kosinus je omjer prilezece katete i hipotenuze. Za kut &, oznaka je cos a.
Tangens je omjer nasuprotne i prilezece katete. Za kut o, oznaka je tg a.

Kotangens je omjer prilezec¢e i nasuprotne katete. Za kut «, oznaka je ctg a.

Sl hipotenuza -

hupoJrenuza P
\_ <_/ cos . Priezecak b
> C hipotenuza e

\
!

u Zleds priezeca k. b

b priezeca k. b

Prileéeéa kateta \/7 c+9 = = —
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! sina = ¢ !
1 C 1
: cosa = :
1 C 1
! __a i
: tga = § :
: _ b 5
E ctgo = a 5

________________________________________________________________________________________________________________________

| co°

sin

CcOs

wy
J) W@ el=] S
w|W m B NI

c+9

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Kut

Dva su kuta sukuti ili susjedni kutovi ako imaju jedan zajednicki krak, a drugi su im kraci suprotni polupravci istog pravca. Takvi kutovi zajedno
¢ine ispruzeni kut.

a+  =180°

Dva su kuta komplementarna ako zajedno &ine pravi kut odnosno ako zbroju iznose 90°.

a+ =90°

Dva su kuta suplementarna ako u zbroju iznose 180°. Suplementarni kutovi mogu, ali i ne moraiju biti sukuti.
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a+ =180°

Dva su kuta sukladna ako imaju istu mjeru.

o
n
<<

n

Kutovi s paralelnim kracima

Ako dva kuta imaju paralelne krakove, tada su oni ili sukladni ili suplementarni.

www.gradivo.hr
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a=f a+ =180°

Kutovi s okomitim kracima

Ako dva kuta imaju okomite krakove, tada su oni ili sukladni ili suplementarni.

s

]

a=f a+ =180°

Poucak o vr$nim kutovima

Dva pravca koja se sijeku odreduju dva para medusobno sukladnih kutova.

Te sukladne kutove zovemo vr$nim kutovima. Dakle, vrsni kutovi su kutovi jednakih velic¢ina koji imaju zajednicki vrh, a kraci su im suprotni

polupravci istog pravca.

60
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o
N
<

n

Poucak o kutovima uz transverzalu
Neka su p i g paralelni pravci i neka je t (transverzala) pravac koji sijece te paralelne pravce. Pravac t s pravcima p i ¢ odreduje sukladne

kutove.
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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CETVEROKUTI

Kvadrat i pravokutnik

Pravokutnik je ¢etverokut s 4 prava kuta.
Kvadrat je etverokut sa 4 prava kuta i 4 stranice jednake duljine.

Svojstva

Kako kvadrat ima 4 prava kuta, isto kao i svaki pravokutnik, zaklju€ujemo da je kvadrat ujedno i pravokutnik.
Za pravokutnik i kvadrat vrijede odredena svojstva:
« svi unutarniji kutovi su pravi, tj. iznose 90°
 nasuprotne stranice jednakih su duljina

» nasuprotne stranice su paralelne

- dijagonale su jednakih duljina

- dijagonale se medusobno raspolavljaju

Za kvadrat, dodatno, vrijedi:

+ sve stranice su iste duljine

- dijagonale se sijeku pod pravim kutom

Opseg i povrsina

é, Okvadrat =4a

'""""""'"""""""""'"""'"""' ST
- T
- ST

Pravokutni trokut u kvadratu i pravokutniku

U kvadratu i pravokutniku, pravokutne trokute dobivamo povia¢enjem dijagonala.
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a
(87
a
E d2 _ a2 + b2
Dodatno, u kvadratu pravokutne trokute dobivamo i ako povuéemo obje dijagonale.
a
d
2
a d a
2
a

ISH
I
)
S

—a i )
| sina=% sinf=;
5 ) —a
5 cosa =g cosff=73
E __a _ b
: tga=75 tgf=
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Romb, paralelogram i trapez

Paralelogram

Paralelogram je Eetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne. To ujedno znaci da su i pravokutnik i kvadrat paralelogrami.
» Nasuprotne stranice paralelograma usporedne su i jednakih su duljina.

- Dijagonale paralelograma raspolavljaju se. Nisu jednake duljine.

» Nasuprotni kutevi paralelograma jednakih su veli¢ina.

« Susjedni kutevi paralelograma u zbroju daju 180°. Zbroj svih unutarnjih kuteva je 360°.

P=a-v, =ab- sina

U formulama, e i f predstavljaju dijagonale paralelograma, a kut ¢ je maniji kut izmedu dijogonala.

Romb

Romb je paralelogram kojemu su sve stranice jednake duljine.
+ Kako je romb ujedno i paralelogram, za njega vrijede sva gornja svojstva.

» Dodatno, dijagonale se sijeku pod pravim kutem, pa su trokuti koji tako nastanu pravokutni, $to zna¢i da mozemo koristiti Pitagoru i
trigonometriju pravokutnog trokuta.

66 www.gradivo.hr



Online skripta

a

a
P:av:%
E a _ B _ ¢/2 a_ B _ f/2 :
| sin§ =cosg === ; cosg =sing = 5
! ) :
! 2 f 9 ,
e 1
(§)+<§> =a

Trapez

Trapez je Cetverokut s dvije usporedne nasuprotne stranice. One se nazivaju osnovice, a druge dvije stranice su krakovi. Udaljenost izmedu dviju
osnovica zove se visina.

- Zbroj kuteva uz krak trapeza je 180°. Zbroj svih unutarnjih kuteva trapeza je 360°.
+ Posebna vrsta trapeza je takozvani jednakokracni trapez. Njegovi krakovi su jednakih duljina, a kutevi uz osnovice jednakih veli¢ina.
+ Drugi posebni slu€aj je pravokutni trapez koji ima dva prava kuta uz jedan od krakova. Onda je taj krak ujedno i visina trapeza.

+ Spustanjem visina iz krajeva krace osnovice, trapez dijelimo na pravokutnik i jedan ili dva pravokutna trokuta.

d V b
— «
a
| Pt |
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5 sina=cosy=73 ; cosa=siny=7% 5
: v? + 2?2 = b? !
e v (59)" =0 s

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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MNOGOKUTI

Mnogokuti

Mnogokut je bilo koji geometrijski lik s 3 ili viSe vrhova, odnosno stranica.
Mnogokut se sastoji od jednakog broja vrhova, stranica i kutova.

Dijagonala mnogokuta je duzina koja spaja dva nesusjedna vrha mnogokuta. Imamo formulu za broj dijagonala iz jednog vrha i formulu za ukupni
broj dijagonala u mnogokutu.

Broj dijagonala iz jednog vrha u mnogokutu s 1 vrhova, oznaka je d,,.

S
I
S
|
w

)
3
3
=
3
B

=

I
—~

S

|
[\V)
~—
—t
0]
o
o

Pravilni mnogokuti

Pravilni mnogokut je mnogokut kojemu su sve stranice jednake duljine i svi kutovi jednake velicine.

Veli€¢ina unutarnjeg kuta « pravilnog mnogokuta rac¢una se formulom:

. N

R

Pravilnim mnogokutima moZzemo opisati i upisati kruznicu. Opisana kruznica prolazi kroz sve vrhove mnogokuta, a upisana dodiruje "iznutra" sve
stranice mnogokuta.

pravini peterokut el NV

oPisana kruznica

<IN\

Karakteristicni trokut

Karakteristi¢ni trokut praviinog mnogokuta dobijemo tako da srediSte tog mnogokuta spojimo s dva susjedna vrha mnogokuta. Taj trokut je
uvijek jednakokracan. Radijus (polumjer) opisane kruznice ¢ini krakove, a stranica mnogokuta je ujedno i osnovica karakteristi¢énog trokuta.

www.gradivo.hr 69



C gradivo.hr

Kutovi karakteristi¢nog trokuta

5 B, — 360 5
: L i
i T =G i
Trigonometrija karakteristiénog trokuta i Pitagorin poucak

! . B B v :
5 siny, = cos 5 = | 5
5 — gip B — 92 5
i COS Yy, = SIn 5+ = i
e (5)° +v* =7 e
Opseg i povrsina pravilnog mnogokuta

5 O=n-a 5
E — av E
: P=n-% :

________________________________________________________________________________________________________________________
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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PODATCI

Prikazivanje i analiziranje podataka

Statistika je grana matematike koja prikuplja, analizira, tumadi i prikazuje podatke.

Skup iz kojeg uzimamo podatke zove se populacija.

Frekvencija je broj pojavljivanja nekog podatka u promatranoj skupini (npr. broj u¢enika koji sviraju neki instrument). Udio podatka u cijeloj
populaciji naziva se njegovom relativnom frekvencijom. Zbroj vrijednosti svih relativnih frekvencija u nekom skupu iznosi 1.

Prikaz podataka

Podatke mozemo prikazivati:

+ tablicom ( Prikazivanje podataka u obliku redaka i stupaca. Svaki redak predstavlja jedan podatak ili skup podataka, a svaki stupac

kategoriju.)

ime i Prezime

bro_] bodova

ocjena

Ante Starécevic

50

Ljudevi’r éraj

(YA

Nikola Subi¢ Zrinski

98

Ivana Brli¢-Mazurani¢

89

Marﬂa Jurie Zagorka

55

« piktogramom (Prikaz podataka pomodu slika ili simbola, gdje svaki simbol predstavlja odredenu koli¢inu. Koristi se kad Zelimo prikazati

podatke na vizualno jednostavan i razumljiv nacin.)

72
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broj u¢enika

70 - &4

85 - 100

- Z u¢enka

« stupicastim dijagramom (Prikaz podataka pomodu vertikalnih ili horizontalnih stupaca. Svaki stupac predstavlja jednu kategoriju ili skupinu, a
visina ili duzina stupca pokazuije veliginu podataka. Cesto se koristi za usporedbu razligitih skupina podataka.)

12

broj u¢enika
e

nedovoljan dovo[]an dobar wvrlo dobar odi¢an

ostvarena ocjena

« dijagramom stablo - list (Graficki prikaz podataka koji se koristi za prikazivanje broj¢anih podataka u formi stabla, gdje su listovi brojevi ili
statisti¢ki podaci. Koristi se za organiziranje podataka u hijerarhiji i za prikazivanje odnosa medu njima.)

www.gradivo.hr

73



C gradivo.hr

stablo | list

|7

8

0335579
1224456789
35678

9

3 8

O OO N & Ul W

« kruznim dijagramom (Dijagram u obliku kruga koji je podijelien na sektore, gdje svaki sektor predstavlja udio nekog dijela u odnosu na cijeli skup
podataka. Koristi se za prikazivanje relativnih udjela.)

« linijskim dijogramom (Dijagram koji koristi linije povezane to¢kama za prikazivanje promjena podataka kroz vrijeme. Najc¢escée se koristi za
prikazivanje trendova ili kretanja podataka tijekom vremena.)
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broj u¢enika
'y

2019. 2020. 202! 2022. 2023. 2024.

« histogramom (Sli¢no stupic¢astom dijogramu, ali koristi se za prikazivanje distribucije podataka unutar odredenih intervala. Podaci se grupiraju
u intervalima, a visina svakog stupca pokazuje koliko podataka spada u taj interval.)

bro_] u&enika

0-120 2-40 4-60 G-80 8 -I00

broj bodova

Srednje vrijednosti

Neka su nam dani podatci: 1, o, L3, ..., Tp.-

Artimeti¢ka sredina ili prosje¢na vrijednost je zbroj svih podataka podijeljen s ukupnim brojem podataka. Oznaka je .

www.gradivo.hr 75



C gradivo.hr

8|
I

________________________________________________________________________________________________________________________

Aritmeti¢ka sredina danog niza je:

B8+ T+4+3+T+06+1+2+3+7

0 48

X

Mod je najc¢eséi podatak u nekom nizu podataka.
Mod danog niza je:

o0
N
N
&
=
o
\.}—‘
n
&
I~
U
\]

Medijan ili "srednji podatak” je broj koji sortirani niz brojeva dijeli na dva jednako duga podniza. Dakle, kada imamo neki niz podataka, podatke
¢emo poredati po velic¢ini. Ako je broj podataka neparan, medijan ¢e biti to¢no srednji podatak u tom nizu, a ako je broj podataka paran,
medijan ¢e biti aritmeti¢ka sredina dvaju sredidnjin podataka. Oznaka za medijan je M,.

Za navedeni niz podataka vrijedi:

L 2,33 4067 7 17 8

_Aro

M, 7

5

Rekli smo da medijan dijeli niz podataka na dva jednakobrojna niza. Na taj nacin dobivamo i kvartile:
- prvi (doniji) kvartil = medijan prve polovice niza odnosno "sredniji" &lan tog dijela, Q1

- drugi (sredniji) kvartil = medijan pocetnog niza, Qo

- treci (gorniji) kvartil = medijan druge polovice niza podataka odnosno "srednji" &lan tog dijela, Q3

Kvartili dijele niz podataka na Cetiri jednaka dijela.
Razlika izmedu tredeg i prvog kvartila zove se interkvartilni raspon.

Brkata kutija

Ako Zelimo bolje prikazati skup podataka, mozemo ih prikazati brkatom kutijom. Za to su nam potrebni sliedeci podatci:
« minimalna vrijednost svih podataka, X,,in
- prvi kvartil, Q1

- medijan (odnosno drugi kvartil), M, (Q2)
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- treci kvartil, Q3

+ maksimalna vrijednost svih podataka, X4z

100 — I Sy najveca
vrijednos’r
90 —+
IR e
|
80 _kvartil
0 T kutija
s .. | medyan
> 0 —+
% B
o T prvi
S 50 T kvarti
Q’
3 T .o | -
30 +
najmanja
20 + | riednost
0 -+
0

Mjere rasprsenosti

Neka su nam dani podatci: 1, g, T3, ..., Tp.-

Raspon je razlika izmedu najveée i najmanje vrijednosti u tom skupu podataka, tj. R = Tyez — Tmin.

Neka je aritmeti¢ka sredina danih podataka . Broj £; —  je odstupanje vrijednosti podatka x; od aritmetic¢ke sredine.

Varijanca je mjera rasipanja podataka oko aritmeticke sredine te se definira kao prosjecno kvadratno odstupanje od prosjeka. Oznaka je o’

(V]
—
8
=
|
8
=
©
JF
—~
8
I
|
8
=
©
JF
—~
8
w
|
8|
=
©
+
JF
—~
8
3
I
8|
=
©

Standardna devijacija je korijen prosje¢nog kvadratnog odstupanja vrijednosti podataka od aritmeticke sredine. To je zapravo drugi korijen iz
varijance. Oznaka je o.

Q
Il

Za dani niz podataka varijancu i standardnu devijaciju racunamo kao:

, (8-48) +(7-48) + - + (7 -48)

= GITT8
10 ©

o)
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o =Jo? = 24855

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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KVADRATNA FUNKCIJA

Kvadratna jednadzba

Kvadratna jednadzba

Kvadratna jednadzba je bilo koja jednadZba oblika ax? +bx +c=0, gdje su a, bi ¢ neki realni brojeviia # 0.

oYo) ju Zini kvadrathom

e
axX?+ X+ c =0

Brojeve a, b i ¢ zovemo koeficijenti kvadratne jednadzbe. Redom, njihova imena su jo$ vodedi, linearni i slobodni koeficijent.

2x*2 +5x -3 =0
a:z =5 (f:;="3

Rjesenja kvadratne jednadzbe

Za dobivanje rieSenja kvadratne jednadzbe koristimo kalkulator ili formulu:

Diskriminanta kvadratne jednadzbe

Diskriminanta je broj D kojeg ra¢unamo formulom:

)
Il
o
(3]
|
S
Q
o

Diskriminanta utje¢e na broj i vrstu riesenja kvadratne jednadzbe. Imamo 3 slucaja:
- D > 0 = dvarazligita rieSenja koja su realni brojevi
D =0 = jedno dvostruko rjedenje, realan broj

- D < 0 = dvarazligita rieSenja, kompleksno konjugirani brojevi
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- o DiskrizninanJra
bt -4ac) Pre
XI/Z z a

i\

Vietove formule

Ako sa z1 i T2 oznadimo rjedenja kvadratne jednadzbe, a a, b i ¢ su koeficijenti kvadratne jednadzbe kao prije, onda vrijedi:

]
_
+
8
™o
|
|
|
]
_
8
™o
|

Ako su nam poznata rjeSenja x1 i 9 kvadratne jednadzbe az? + bz + ¢ = 0, tada svaki kvadratni trinom az? + bz + ¢ (@ # 0) mozemo
faktorizirati kao:

=)
8
[\
_|_
S
8
+
o
|
S
—~
8
|
8
i
~—
—~
8
|
8
n
~—

Bikvadratna jednadzba

Bikvadratna jednadzba je jednadzba oblika az* + bx? + ¢ = 0, gdje su a, bi c realni brojevi.

Rjesavamo ju supstitucijom (zamjenom) t = z2. Time dobivamo kvadratnu jednadzbu at? + bt 4+ ¢ = 0 kojoj znamo izra&unati rie$anja. Nakon
3to dobijemo t; i ta, do rjedenja pocetne jednadzbe dolazimo iz jednadzbi 22 = t; i 2 = t,. Bikvadratna jednadzba moze imati nula, dva ili &etiri
rieSenja.

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija ili polinom drugog stupnja je svaka funkcija oblika f(:v) =az? + bz + ¢, gdje sua, bicreanibrojeviia # 0.
Parabola je ime za graf kvadratne funkcije.

Tjeme parabole T' s koordinatama (xo, yg) je "najisturenija" to¢ka parabole, a koordinate dobivamo formulom:

8
(=)
|
|
gl
s}
~
<
|
o
IS]

Kazemo da kvadratna funkcija ima minimum/maksimum u g, a da je vrijednost tog minimuma/maksimuma broj yg.

U slu¢aju minimuma, kvadratna funkcija ¢e se prvo spustati do tiemena, odnosno padati, a onda uspinjati, odnosno rasti. Kod maksimuma je
obrnuto, prvo rastemo do tiemena, a onda padamo.

raste /‘ Pada\,
\\ / T(X, Yo)

N //\i

T(X, Yo)
pada’\, raste /'

Vodeci koeficijent

Vodedi koeficijent, odnosno broj a koji se nalazi ispred x? odreduje hoce li parabola biti okrenuta otvorom prema gore ili prema dolje.
-a > 0 = otvor okrenut prema gore, tj. a je pozitivan pa se parabola "smije" :)

«a < 0 = otvor okrenut prema dolje, tj. a je negativan pa je parabola "tuzna" :(

Druga stvar, ako ne gledamo predznak ispred broja a, $to je on veci po svojoj vrijednosti, to je parabola uza.
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v

Diskriminanta
Sli¢no kao u prosloj lekciji, diskriminanta ¢e nam govoriti koliko imamo nulto&ki na grafu kvadratne funckije. Formula je ista D = b — 4ac.

Zajedno s vodecim koeficijentom, diskriminanta nam moze dati jako dobro ideju o izgledu i polozaju same parabole.
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Nulto¢ke kvadratne funkcije

Nultoékama kvadratne funkcije f(x) = ax? + bz + ¢ éemo zvati brojeve z; i 9, il samo jedan od njin, za koje vrijedi f(x1) = f(x2) = 0.
Drugim rije¢ima, nultocke c¢e biti oni x-evi koji su rjesenje kvadratne jednadzbe azx’ +bx +c=0.

Ako su nam poznata rjeSenja kvadratne jednadzbe, odnosno nultocke funkcije, pripadnu kvadratnu funkciju mozemo zapisati i u drugom obliku:
f(z) =ax? + bz +c=a(z —z1)(x — x2).

Kada crtamo, to ¢e biti oni z-evi gdje graf sijeCe x-os.

Preko nulto¢ki takoder moZzemo docdi i do tiemena parabole T(wg, yo).

5 Ty = 57 4 Yo = axi +bxy + ¢

nutocke

nema nultocki

Crtanje grafa kvadratne funkcije

Parabolu ¢emo crtati u 3 koraka.
1. Odredimo nulto¢ke kvadratne funkcije.
2. Odredimo koordinate tiemena preko jedan od dva, gore spomenuta, nacina.

3. Povu¢emo parabolu tako da prolazi kroz jednu nultocku, zatim kroz tjeme i onda kroz drugu nulto¢ku. Pazimo da je kod tiemena zaobljena, da
nema "$pic", i da nam parabola ne krec¢e/zavrSava u nekoj nultocki, nego da prolazi barem malo kroz njih.
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£(x) = axz + bx + ¢

A

£ (x)

nul-to¢ke
vrijednoer Funkc'!]e 4

v

N

T(%5, Yo)

Jrjeme Punkc'ge

Presjek parabole i pravca
Parabola i pravac mogu se sijeci u dvije tocke, dodirivati u jednoj tocki ili uopce ne sijeci.

Izjednacimo kvadratnu funkciju ar?+ bz +cs pravcem kx + i prebacimo sve na lijevu stranu te sredimo. Diskriminanta novonastale
kvadratne jednadzbe nam sli€¢no kao i prije govori koliko imamo sjecista parabole i pravca, a riesenja ove, nove kvadratne jednadzbe su upravo
prve koordinate sjecista parabole s pravcem.
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Xt -x -2

skica “ -7

izjednaéimo

|\

< <X
1

X2-X-2=x%x-12
X2-X-2-x+2=0

v

\ 4 X2 -2x = O
/ riesenja / \\'
7 <. Meseny x =0 + =2
upacimo unekuod Y, =0-2 vy, =-2
pocetnih jednadzbi Y, =72-12 =0

riesenjo: (O, -2) i

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Kvadratne nejednadzbe

Kvadratna nejednadzba je nejednadzba oblika az? + bz + ¢ > (>) Oiliaz® + bz + ¢ < (<) 0.

Rijesiti kvadratnu nejednadzbu znaci odrediti sva njena riesenjaq, tj. odrediti sve brojeve x koji zadovoljavaju tu nejednadzbu.

Rjesavanje kvadratne nejednadzbe

Postupak za rjeSavanje kvadratne nejednadzbe provodi se u 4 koraka.

1. Prebacimo sve na lijevu stranu, tako da desno od znaka nejednakosti ostane samo 0.

2. Pravimo se da umjesto znaka nejednakosti pise jednako pa rijesimo tu kvadratnu jednadzbu.

3. Nacrtamo skicu nase parabole - bitno je samo oznaditi nultocke i odrediti "smije" li se parabola ili je "tuzna", odnosno je li otvor okrenut prema
gore ili dolje. Ostali detalji su trenutno nebitni.

4. Ako je u nejednadzbi stajalo > 0, za rie$enje uzimamo z-eve kada je parabola iznad x-osi. Ako je u nejednadzbi stajalo < 0, riesenja ¢e biti
oni z-evi gdje je parabola ispod x-osi. Samo u slu¢aju da su u nejednadzbi znakovi > ili <, nultocke ¢e biti uklju¢ene u rieSenja nejednadzbe.

a < L,)
Xt +x+2 O

Y /—\ T ako je zadano > O
X +x+2 O 5

O 2
/ \! l oko je zadano < O
=0 X

XI" 2

-—
=

X€(O, 2)

Vodeéi koeficijent i diskriminanta

Sli¢no kao i u proslim lekcijama, vodedi koeficijent kvadratne funkcije a i diskriminanta D nam unaprijed, bez radunanja, daju dobru ideju o
rieSenjima nejednadzbe.
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a <O

v

Sustav kvadratnih nejednadzbi

Sustav kvadratnih nejednadzbi rieS§avamo tako da rijeSimo svaku nejednadzbu posebno. Konacno rieSenje ¢e biti presjek riesenja prve
nejednadzbe s rieSenjima druge nejednadzbe. Drugim rijecima, trazimo gdje e se riesenja poklapati, koji su to brojevi koji zadovoljavaju i jednu i
drugu nejednadzbu.

Kod samog postupka, najbolje je na istoj slici nacrtati skice obje parabole, a njihova rijeSenja oznaditi razli¢itim bojamaiili iscrtkati crticama u
suprotnim smjerovima. Konacéno rjiesenje ¢e biti ongj dio gdje se boje ili crtice preklapaju.

V/NNNY S0, WY X€E(O, I)

O
v
X =0 x,=12
o
-5 O I 2
O
v

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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TRIGONOMETRIJA TROKUTA

Trigonometrija trokuta

Prisjetimo se najprije trigonometrijskih omjera u pravokutnom trokutu koje smo radili u prvom razredu.

Trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu ¢emo raditi uzimajuci u obzir polozaj stranica u odnosu na neki Siljasti kut, dakle nikad ne
gledamo u odnosu na pravi kut.

Hipotenuza je najduza stranica u trokutu, nalazi se nasuprot pravom kutu.
Prilezec¢a kateta je ona koja se nalazi uz kut, a da nije hipotenuza.

Nasuprotna kateta je stranica nasuprot kutu kojeg gledamo, ona i kut se nikako "ne dodiruju”.

¥> c N\

hrpo#emuza

-

b
Prileéeéa kateta \_// sve 6|edamo u

odnosu na kut

Trigonometrijski omjeri

Sinus je omjer duljina nasuprotne katete i hipotenuze. Za kut a, oznaka je sina.
Kosinus je omjer duljina prileze¢e katete i hipotenuze. Za kut a, oznaka je cosa.
Tangens je omjer duljina nasuprotne i prilezece katete. Za kut a, oznaka je tga.
Kotangens je omjer duljina prileZzeée i nasuprotne katete. Za kut ¢, oznaka je ctgo.
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=n- = hipoJrenuza -

Ol

hipo+enuza

<_/ cos = Erileéeéa k. _ E

hipoJrenuza C

o

C

it priezeca k. b

-
b N

g riezeca k. b

priezeca kateta 7 ctg = P -
| sina = ¢ E
! c !
: CoOsS o = b E
! c !
tga = %
! b :
5 ctga = | |

________________________________________________________________________________________________________________________

| ¢o°

=g

COsS

9
c+9

3 WSl &
Wi IRey Il EXYE v

Sada ¢emo spomenuti trigonometriju koja vrijedi za sve trokute, ne samo za pravokutan.
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Poucak o sinusima

Poucak o sinusima moZemo primijeniti u bilo kojem trokutu, ne mora nuzno biti pravokutni. Koristimo ga kada kada imamo dvije stranice i kut
nasuprot jedne od njih, ili dva kuta i stranicu nasuprot jednom od tih dvaju kutova. Preko poucka mozemo izracunati veliCinu koja nedostaje.
Takoder, omjer koji daje poudak je jednak 2R, gdje je R radijus opisane kruznice trokutu.

IS
|
=
I
o
I
)
=y

sna _ sin sin7y
a c

Poucak o kosinusu

Poucak o kosinusu mozemo primijeniti u bilo kojem trokutu, ne mora nuzno biti pravokutni. Primjenijiv je na bilo koju kombinaciju stranica pa zato
izgleda kao da imamo tri formule. Bitno je zapamtiti da za raCunanje stranice koja je sama na lijevoj strani, trebaju druge dvije stranice i kut
nasuprot nje.

ct = ot + b? - 2ab cosy

at = b? + c? - 2bc cos (¥

!

at + ¢c* - 2ac cos a

90 www.gradivo.hr



Online skripta

Formule za povrsinu trokuta

Povrsina bilo kojeg trokuta moze se izracunati kao polovica umnoska bilo koje dvije stranice i sinusa kuta izmedu njih.

: P = Sabsiny = sbcsina = jacsin 8 :

P=\s(s-a) (-8 (-chs=4a+b+o)

Postoje i formule za povrsinu trokuta koje koriste radijus opisane kruznice (R) i radijus upisane kruznice (r) tog trokuta.
U drugoj formuli, s ponovno predstavlja poluopseg.

5 _ abe :
! P = 4R :
| P=rs :
Visine trokuta

Visine trokuta obrnuto su proporcionalne duljinama odgovarajucih stranica tj. vrijedi:

: a:b=wvy:v,; b:ic=v.:v, cCc:a=1v,:v ;

Simetrale kutova

Poucak o simetrali kuta: Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru jednakom omjeru duljina stranica $to zatvaraju taj
kut.

Tezisnice trokuta

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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KRUZNICA | KRUG

Kruznica i krug

Kruznica je skup svih toSaka koje su jednako udaliene od neke fiksne tocke. Oznaka je k(.5, 7).
Tocka S predstavlja tu fiksnu tocku i koju zovemo srediste.
Polumijer (radijus) kruznice je 7 i to je udaljenost od sredista do bilo koje to¢ke na kruznici.

Krug je dio ravnine omeden kruznicom. Drugim rijec¢ima, to su sve tocke koje se nalaze na kruznici i unutar nje, odnosno koje su od njezinog
sredita udaljene za manje ili jednako od radijusa. Oznaka je K (S, 7).

Dakle, jednostavnim rijec¢ima: kruznica je samo linija koja ide izvana oko sredista, a krug je onaj dio prostora koji se nalazi unutar te linije
(uklju€ujudii tu liniju, odnosno kruznicu).

kruznica
srediste i

Po\umjer

krug

Tetiva je duzina koja spaja svije tocke na kruznici.
Najduza tetiva je ona koja prolazi kroz srediste i zove se promjer (dijometar). Duljina mu je dva polumjera.
Kruzni luk je dio kruznice izmedu neke dvije to¢ke. Primijetimo da dvije to¢ke uvijek odreduju dva kruzna luka.

Kruzni odsjec¢ak je dio kruga nastao kada ga presijeCemo tetivom. Ponovno, na ovaj nacin nastaju dva kruzna odsjecka, ovisno s koje strane
gledamo.

Kruzni isjeCak je dio kruga omeden s dva polumjera i odgovarajuéim kruznim lukom.
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(e Promjer kruzni isjeéak

h

kruzni odsjec“:ak kruzni luk

Koncentri¢ne kruznice su kruznice koje imaju isto srediste, a razli€it radijus.

Dio kruga izmedu dvije koncentri¢ne kruznice je kruzni vijenac.

koncentri¢ne kruznice

—

kruzni vgenac

- 7

Formule

Opseg i povrsina kruga.

O =2rm
| P=rr

Formule za duljinu kruznog luka i povrsinu kruznog isjecka koriste kut koji zatvaraju radijusi u sredistu. Oznacava se s o (pogledaj gornju sliku).
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i _ rma
E l= 180
E P r’ra rl
5 — 7360 2

Imamo i formulu za povrsinu kruznog vijenca. Veliko R je polumjer ve¢eg kruga, a malo 7 manjeg kruga.

: P = (R2 — 7"2) s
Sredisnji i obodni kut
Obodni kut je kut koji ima vrh negdje na kruznici, a krakovi mu sijeku kruznicu (odnosno krakovi prolaze kroz neke druge dvije tocke na kruznici).

Sredi$nji kut ima vrh u sredi$tu, a krakovi mu isto sijeku kruznicu (odnosno krakovi prolaze kroz neke druge dvije tocke na kruznici).

Poucak o obodnom kutu: Sredi$nji kut je dva puta veéi od obodnog kuta nad istim kruznim lukom.

obodni kut

srediénji kut

Svi obodni kutovi nad istim kruznim lukom su jednako veliki.

Talesov poucak: Obodni kut nad promjerom je uvijek pravi kut.
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) £

svi obodni kutevi obodni kut nad
sujednaki Pronjeronwje Pravi

Tangenta kruznice

Tangenta kruznice je pravac koji dodiruje kruznicu u jednoj tocki. Tu to¢ku zovemo diralidte i najéedce se oznadava sa slovom D. Radijus na
diraliste i tangenta uvijek zatvaraju pravi kut.

Obodni kut nad nekom tetivom jednak je kutu koji zatvaraju ta tetiva i tangenta kroz jednu krajnju tocku te tetive.

+angenﬁa T

diradliste

Konstrukcija tangente na kruznicu
Zelimo konstruirati tangentu na kruznicu iz neke tocke. Postoje tri sludaja:

« Tocka T se nalazi unutar kruznice - iz nje ne mozemo povuci tangentu.
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- To¢ka T se nalazi na kruznici - postoji jedna tangenta i ta tocka je njezino diralidte. S obzirom da je tangenta okomita na polumijer, jednostavno
spojimo polumjer do te tocke T te kroz nju povu¢emo okomicu na polumijer.

- To¢ka T se nalazi izvan kruznice - postoje dvije tangente iz te tocke na kruznicu. Spojimo srediste kruznice S s tom tockom T' i pronademo
poloviste P te duzine. Konstruiramo kruznicu sa sredi§tem u polovi§tu i polumjerom duljine \PS|. Sjecista te kruznice s po¢etnom kruznicom su
dirali$ta tangenti te jednostavno povu¢emo tangente iz tocke T kroz diralidta i dobijemo dvije tangente.
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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POLIEDRI

Prizme

Prizma je geometrijsko tijelo koje nastaje tako da duzinama spojimo dva ista mnogokuta koji se nalaze na paralelnim ravninama.

Mnogokute nazivamo bazama, a pobocke su vanjski paralelogrami koje dobijemo spajanjem odgovarajucih vrhova baza. Pobocdje je naziv za sve
pobocke skupa.

Prizme nazivamo prema vrsti mnogokuta koji je baza. Ako je baza trokut, prizma se zove trostrana, ako je Ceverokut, onda je ¢etverostrana itd.
Za opcenitu oznaku koristimo izraz n-terostrana prizma, $to znaci da je baza n-terokut, odnosno mnogokut s 72 vrhova.

Stranice baze zovu se osnovni bridovi, a duzine koje spajaju odgovarajuce vrhove gornje i donje baze bocni bridovi.

Visina prizme je udaljenost izmedu dvije baze. Ako je visina jednaka boénom bridu prizme, onda je prizma uspravna. Poboc¢ke uspravnih prizmi su
pravokutnici. Sve druge prizme se zovu kose.

Ako je baza uspravne prizme neki pravilni mnogokut, onda je prizma pravilna.

visina

Poboc“:ka boéni brid

---- osnovni brid

Broj vrhova, bridova i stranica

Za prizmu kojoj je baza n-terokut (mnogokut s 1 vrhova), vrijedi sliedece:
- broj vrhova na cijeloj prizmi je jednak 2 - n

« broj bridova na cijeloj prizmi je jednak 3 - n

+ broj pobocki je jednak

« broj strana (baze + pobocke) je jednak . + 2

« Eulerova formula: vrhovi + strana - bridovi = 2

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju prizmu. Raguna se kao zbroj povrsina svih strana prizme, dakle zbroj dvostruke povrsine baze B i
povrsine pobodja P.

| O=2B+P

<
[

uy]
>
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Mreza prizme

Ako prizmu razrezemo duz njezinih bridova i takvu je poloZzimo u ravninu, dobit ¢emo mrezu prizme.
Na sliedecoj slici prikazana je mreza jedne kose Cetverostrane prizme.

Mreza Prizme

Cavalierijev princip za tijela

Ako se dva geometrijska tijela nalaze izmedu dviju paralelnih ravnina i svaka ravnina paralelna tim ravninama sijece tijela tako da presjeci imaju
istu povrsinu, tada tijela imaju jednake volumene.

Najbolji primjer za to je snop zetona. Pogledajmo sliku.

Odreden broj Zetona mozemo posloZiti na razliCite nacine te tako dobiti razliCite oblike, ali broj Zetona se ne mijenja odnosno obujam Zetona i
dalje ostaje isti.
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Kocka i kvadar

Kocka
Kocka je uspravna pravilna ¢etverostrana prizma kojoj su svi bridovi iste duljine. Dakle, baze i poboc¢ke su isti kvadrati.

Prisjetimo se formule za dijagonalu kvadrata d preko koje onda mozemo dodii do formule za prostornu dijagonalu kocke D. Dijagonalu d jo$
zovemo plosna dijagonala kocke.

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

[}
[}
a i d - dijagonala baze (kvadrata)
Palaiab- ki - prostorma dgagonala
/ a
a

Mreza kocke

a
a a
sve su jednoki
kvadrati

Oplosje i obujam kocke

Formule za oplosje i obujom kocke s bridom duljine a:

O = 6a?
V=ad?

________________________________________________________________________________________________________________________
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Presjeci kocke

Kvadar

Kvadar je Eetverostrana prizma kojoj su baze i pobocke pravokutnici. Nasuprotni pravokutnici su jednaki i paralelni.

Dijagonalu pravokutnika d ragunamo preko Pitagorina pouéka te preko nje onda mozemo dodéi i do formule za prostornu dijagonalu kvadra D.
Dijagonalu d jo§ zovemo plognom dijagonalom te kvadar ima tri razligite plodne dijagonale, ovisno koju stranu kvadra promatramo.

d - dijagonadla baze (pravokutnika)
- Pros+orna d'gagonala
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Mreza kvadra

Oplosje i obujam kvadra

Formule za oplosje i obujam kvadra s duljinama bridova a, bi c:

________________________________________________________________________________________________________________________

<
I
o
S
S

Presjeci kvadra
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Piramide

Piramida je geometrijsko tijelo nastalo tako da svaku to¢ku mnogokuta spojimo s nekom tockom koja ne pripada tom mnogokutu.
Mnogokut ¢emo kao i kod prizmi zvati baza, a nastale trokute spojene na njega pobocke. Sve pobocke skupa zovemo pobodije.

Piramide nazivamo prema vrsti mnogokuta koji je baza. Ako je baza trokut, piramida se zove trostrana, ako je ¢etverokut, onda je Cetverostrana
itd. Za opcenitu oznaku koristimo izraz n-terostrana piramida, $to znaci da je baza n-terokut, odnosno mnogokut s 1 vrhova.

Toc¢ku van mnogokuta s kojom ga spajamo zovemo vrhom piramide. Duzine koje spajaju vrh mnogokuta s vrhom piramide su bo¢ni bridovi, a
stranice mnogokuta su osnovni bridovi.

Visina piramide je udaljenost od vrha piramide do njene baze. Visina pobocke je visina trokuta koji je pobocka piramide.

Piramida je uspravna ako se njezin vrh nalazi toéno iznad sredi$ta mnogokuta koji je baza. Ako je baza pravilni mnogokut, onda ¢e i piramida bit
pravilna. Svi poboc&ni bridovi uspravnih piramida su jednakih duljina, dakle sve pobocke su jednakokraéni trokuti. Ako piramida nije uspravna,
onda ju zovemo kosom piramidom.

visina Polooc“:ke
visina

a boéni brid

“---- oshovni brid

visina o
Poboc':ke boéni brid
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Mreza Pimmide

osnovni brid

boéni brid

Broj vrhova, bridova i stranica

Za prizmu kojoj je baza n-terokut (mnogokut s n vrhoval), vrijedi sliedece:
« broj vrhova piramide je n + 1

« broj bridova piramide je 2 - n

« broj pobocki piramide je n

- broj stranica (baza + pobocke)jen + 1

« Eulerova formula: vrhovi + strane - bridovi = 2

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju piramidu. Raguna se kao zbroj povréina svih strana piramide, dakle zbroj povrsine baze B i povréine
pobogja P.

S
I

&
+
Y

Obujam (volumen) piramide je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvaca piramida. Raguna se kao umnozak povrsine baze B i visine
piramide h podijeljen s 3.

<

Il
oy}
>

Presjeci piramide

Piramidu mozemo presjedi razli¢itim ravninama koje ¢e sadrzavati razlicite elemente piramide. Pokazat ¢emo najcesce presjeke Cetverostrane
piramide te karakteristicne trokute koji nastaju tim presjecima.
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.. visina
visina Polooc':ke
S y
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bocni brid L
N 2
pola dijagondle % z_ <%> +h

baze

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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ROTACIJSKA TIJELA

Valjak

Valjak je geometrijsko tijelo koji nastaje tako da duzinama spojimo dva ista kruga koji se nalaze na paralelnim ravninama.
Krugovi su baze, a vanjski dio koji ih spaja, $to je kod prizmi bilo pobocije, je plast.

Os valjka je pravac koji prolazi kroz sredista gornje i donje baze. Izvodnica je duzina koja spaja rub gornje i donje baze i paralelna je s osi valjka.
Udaljenost baza je visina valjka. Valjak je uspravan ako mu je visina jednaka izvodnici, tj. ako mu se baze nalaze to¢no jedna iznad druge. U
suprotnom slu¢aju, valjak je kos.

visina

\ plast h izvodnica

- mdl]us

Mreza va[]ka
P!aé+

2rm

Oplosje i obujam

Oplosije je povrsina svih likova koji ograduiju valjak. Ra¢una se kao zbroj dvostruke povrsine baze B i povrsine plasta P. Plast je zapravo
pravokutnik s jednom stranicom dugackom kao opseg kruga (baze) polumjera r, a druga stranica je visina valjka h.
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Obujam (volumen) valjka je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvaéa valjak. Ra¢una se kao umnozak povrsine baze B polumjera 7 i
visine valjka h.
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Presjeci valjka

Osni presjek valjka je pravokutnik koji nastaje presjekom ravnine koja sadrzi os valjka i dva medusobno usporedna promjera njegovih baza.
Povrsina tog presjeka (pravokutnika) je P = 2r - h.

- —— - i

2r

Valjak takoder mozemo presjeci ravninom koja je usporedna s bazama valjka te na taj nacin opet dobivamo krug sukladan bazama valjka.

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Online skripta

Stozac

Stozac je geometrijsko tijelo nastalo tako da svaku tocku kruga spojimo s nekom tockom koja se nalazi u ravnini u kojoj nije taj krug.
Krug ¢emo zvati baza, a to¢ku izvan njega vrh stoSca. Vanjski dio koji spaja krug s vrhom stoSca zovemo plast, kao $to je bio i kod valjka.
DuzZine koje spajaju vrh stoSca s bilo kojom tockom na rubu kruga su izvodnice.

Os stoSca je pravac koji prolazi kroz vrh sto$ca i srediste baze. Visina stosSca je udaljenost od vrha stoSca do njene baze. StoZac je uspravan ako
se njegov vrh nalazi to¢no iznad sredista kruga koiji je baza, tj. ako je visina bas ta duzina. Ako stozac nije uspravan, onda ga zovemo kosim
stoScem.

visina
PlaéJr
izvodnica

radijus

Mreza stosca dignii”
srﬁ ufn“ll P‘a 4

izvodnica

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju stozac. Raguna se kao zbroj povrsine baze B i povrsine plasta P. Plast je zakrivljena povrsina kojoj
povrsinu racunamo kao umnozak polumjera kruga 7, konstante 7 i izvodnice s.
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Obujam (volumen) sto$ca je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvacéa stozac. Ra¢una se kao umnozak povrsine baze B polumjera 7 i
visine stodca h, podijelien s 3.
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Presjeci stosca

Osni presjek stosca je jednakokracan trokut s osnovicom duljine 27 i krakom duljine s.
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Njegova povrsinaje P = r - h.

2r

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Kugla

Kugla je geometrijsko tijelo koje obuhvada sve todke koje su od njena sredista S udaliene manje ili jednako nekoj vrijednosti R, koju zovemo
polumijer (radijus) kugle.

Sfera je "rub" kugle, ono $to ju obavija izvana, skup to&aka koje su od sredista S udaljene to&no za R.

-———

’\__) Plaé+
(sfera) “radis

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina lika koji ograduje kuglu. Drugim rijecima, to je povrsina sfere. Racuna se kao &etverostruki umnozak kvadriranog kuglinog
radijusa R i broja .
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Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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KORIJENI

Korijeni
n-ti korijen
Neka je n prirodan broj i neka je a™ = b. Kazemo da je a n-ti korijen iz b. Oznaka je a = /b.

Ako je n neparan broj, onda je korijen jedinstven i on moze biti ili pozitivan ili negativan.
Ako je n paran broj, onda je n-ti korijen uvijek pozitivan. U tom slu&aju i b, odnosno broj iz kojeg vadimo korijen, isto mora biti pozitivan.

Naravno, ako vadimo bilo koji korijen iz nule, rezultat ¢e uvijek biti nula.

Pravila za raGunanje

! a Ya :
E Vo =350 #0 5
5 ar = {/am 5
E m 1 m 1 E
: ar = (a") = (a™)" :
! m !
! a"n =1 :
1 an 1
Pravila za racdunanje (potencije)

Ova pravila smo ucili prije, ali svakako i dalje vrijede i bit ¢e nam potrebna. Vrijede neovisno o tome je li u eksponentu razlomak ili ne.

: -n _ 1 E
! a == o :
: —m !
| z - (g)m :
! y z :
5 a-z"tb-z"=(atb) " 5
! " . ™ = mn+m :
! " _ .n—m E
: o — T :
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Racionalizacija nazivnika

Racionalizirati nazivnik znaci maknuti korijen iz donjeg dijela razlomka.

Radimo isto kao u slu¢aju drugog i trec¢eg korijena. Prvo pogledamo s ¢ime bi trebali pomnoziti nazivnik tako da se on nadopuni do pune
potencije. Dakle, ako imamo 7-ti korijen, trebamo dobiti taj korijen na n2-tu. To nam je bitno jer na taj nacin mozemo ponistiti korijen. Napravimo
novi razlomak koji gore i dolje ima to §to smo odabrali i pomnozimo ga s pocetnim razlomkom.

Ako u nazivniku imamo neki izraz, racionaliziramo koristec¢i druge formule.

| L By OBy

R CRNEICRY

5y 5

-_

)

da poniéﬂmo treci korﬂen, £ali nam ih joé dva

1 a-b Ja-Vb
Jo-Jb Ja-Jb Ja+Jb a-b

2 2
razlka kvadrata = \/a— - \/;

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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EKSPONENCIJALNA | LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija je funkcija f(af:) = a% gdiejea > 0ia # 1. Kaoiinade, x je argument funkcije (ono $to mijenjamo) te moze biti bilo
koji realan broj.

Za ra¢unanje s potencijama vrijede sva pravila koja smo prosli u prvom razredu, u lekciji "Potencije”.

Graf eksponencijalne funkcije
- Graf svake eksponencijalne funkcije oblika f(z) = a® sije¢e y-os u togki (0, 1).

» Pomak funkcije po y-osi, tj. gore-dolje, dogada se kada funkciji dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf funkcije f(x) = a” + bizgledati
isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema gore ako je b pozitivan ili dolje ako je b negativan.

» Pomak funkcije po x-osi, tj. lijevo-desno, dogada se kada eksponentu dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf funkcije f(a:) = g*tb

izgledati isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema lijevo ako je b pozitivan ili desno ako je b negativan.
- Ako je a > 1, funkcija raste (kada gledamo s lijeva na desno). Sto je a vedi, funkcija je strmija.
- Akoje 0 < a < 1, funkcija pada (opet, kada gledamo s lijeva na desno). Sto je a manji, funkcija je strmija.
+ Grafovi eksponencijalnih funkcija gdje su baze a i % simetricni su obzirom na y-os.
« Grafovi eksponencijalnih funkcija s eksponentima x i —x, simetricni su obzirom na y-os.
+ Asimptota (pravac kojem se funkcija priblizava, ali ga nikad ne sije¢e) eksponencijalne funkcije f(a:) = a” je x-0s, odnosno pravac y = 0

+ Za £ mozemo uzeti bilo koji realni broj, odnosno kazemo da je funkcija definirana za sve realne brojeve x.

+ Funkcija moze postici sve pozitivne brojeve, odnosno kazemo da su svi pozitivni realni brojevi slika funkcije.

> g(%)
isto e
s (%)

\
Lo
A

B
)

asimp+o+a
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Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Logaritamska funkcija

Logaritam po bazi a broja y je eksponent kojim trebamo potencirati bazu a da bi dobili y. Oznaka je loga Y.

s}

sredini je z, a desno y. Kada prelazimo u logaritam, samo ¢emo ih posloziti drugim redoslijedom. Primijenimo "lijevi, desni, srednji". PiSemo
logaritam, baza je "lijevi" broj, tj. a, zatim ide "desni", to je y i na kraju sve mora biti jednako "srednjem”, a to je x. Isti metodu mozemo primijeniti i
u drugu stranu, kada Zelimo iz logaritma prijeci u eksponencijalnu funkciju.

Oprez! Jedino na sto trebamo paziti kada koristimo ovqj trik je da nam lijevo od znaka jednako uvijek stoji potencija, odnosno logaritam. Ako to
zadovoljimo, ostalo je lagano!

argumenJr Iogariera

R

0gy = e
a ) _

baza logaritma T Vrijednost |ogar|+ma

Logaritamska funkcija po bazi a je funkcija f(z) = log, = z, gdje su z-evi pozitivni realni brojeviia > 0, a # 1.

Graf logaritamske funkcije

Logaritamska funkcija je inverzna funkcija eksponencijalnoj. Na to mozemo gledati kao da je "obrnuta”, kao $to su recimo kvadriranje i
korjenovanije. U koordinatnom sustavu to znaci da su im grafovi simetri€ni obzirom na pravac y = .

- Graf svake logaritamske funkcije oblika f(z) = log,  sijece x-os u tocki (1, 0).

« Pomak funkcije po y-osi, tj. gore-dolje, dogada se kada funkciji dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf funkcije f(m) =log,z+0b
izgledati isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema gore ako je b pozitivan ili dolje ako je b negativan.

+ Pomak funkcije po x-osi, tj. lijevo-desno, dogada se kada z-u dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf funkcije f(:z:) = loga(a: + b)
izgledati isto kao i obiéni graf, samo pomaknut za b prema lijevo ako je b pozitivan ili desno ako je b negativan.

« Ako je a > 1, funkcija raste (kada gledamo s lijeva na desno).

«Akoje 0 < a < 1, funkcija pada (opet, kada gledamo s lijeva na desno).

+ Grafovi logaritamskih funkcija gdje su baze a i % simetricni su obzirom na x-os.

+ Grafovi logaritamskih funkcija s argumentima x i —, simetri¢ni su obzirom na y-os.

« Asimptota (pravac kojem se funkcija priblizava, ali ga nikad ne sijece) logaritamske funkcije f(:c) = loga x je y-os, odnosno pravac = 0
« Za £ mozemo uzeti samo pozitivne realne brojeve, odnosno kazemo da je funkcija definirana za sve pozitivne realne brojeve .

+ Funkcija moze postici sve realne brojeve, odnosno kazemo da su svi realni brojevi slika funkcije.
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asimp+o+a = .
x = O (y-0s)
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asmf:rj)za . 4x) = log,x + |

-
-

-

£ = log,x
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Vazni logaritmi

J

dignuli smo cyeli
gr‘aF za re

-

= log,(x ) + |

—g(x) = log,x + |

L7 “e(x) - log,x

>

asimp+o+a za
X =

|
pomaknuli smo cﬂcli
graP za

Dekadski logaritam je logaritam s bazom 10. Oznaka za logaritam po bazi 10 od z je log x.

Prirodni logaritam je logaritam s bazom e, gdje je e konstanta koja iznosi 2.71828.... Oznaka za logaritam po bazi e od  je In

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Racunanje s logaritmima

Logaritam po bazi a broja y je eksponent kojim trebamo potencirati bazu a da bi dobili y. Oznaka je loga Y.
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sredini je z, a desno y. Kada prelazimo u logaritam, samo ¢emo ih posloziti drugim redoslijedom. Primijenimo "lijevi, desni, srednji". Pisemo
logaritam, baza je "lijevi" broj, tj. a, zatim ide "desni", to je y i na kraju sve mora biti jednako "srednjem”, a to je x. Isti metodu mozemo primijeniti i
u drugu stranu, kada Zelimo iz logaritma prijeci u eksponencijalnu funkciju.

Oprez! Jedino na sto trebamo paziti kada koristimo ovqj trik je da nam lijevo od znaka jednako uvijek stoji potencija, odnosno logaritam. Ako to
zadovoljimo, ostalo je lagano!

srednji\ desni
X 2= Yo -desni-sredni’ s
a=b< ) log o = X<
S > sredn
sredni desni .
g "~ -desni-srednij" X srednji
|Oa b= X J a=b<
- 7
T desni e
Pravila logaritmiranja
; aloga:v = 5
log, 1=
log,a =
| log, z + log, y = log, zy i
i loga T — loga y= loga % i
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log,z¥ =y -log, x
e
e
; loga = loglx a ;
ST
g

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Eksponencijalne i logaritamske jednadzbe

Eksponencijalna jednadzba
Eksponencijalna jednadzba je jednadzba kojoj je nepoznanica u eksponentu. Drugim rije¢ima, to je jednadzba oblika a® = b, gdjeje a > 0.
Ako je b > 0, jednadzba ima jedno riedenje, a za b < 0 nema riedenja.

Eksponencijalne jednadzbe u kojima se pojavljuje samo jedna potencija s nepoznanicom u eksponentu riesavamo tako da tu potenciju
dovedemo na lijevu stranu, a broj na desnu. Logaritmiramo obje strane, primijenimo vezu izmedu eksponencijalne i logaritamske funkcije ili
pravilo "lijevi, desni, srednji" kako bismo dosli do rieSenja - sve radi!

DS
) . - 10
5-10°= 05 / > srednji = x IOQ Ol = x

'OX= Ol desni = Ol
X = -l

Ako imamo dvije ili vise potencija koje u eksponentu imaju nepoznanicu sredujemo jednadzbu dok na lijevoj strani ne bude samo jedna potencija
s nepoznanicom u eksponentu, a na desnoj druga. Cilj je da s obje strane jednakosti bude ista baza te u tom trenutku mozemo ispustiti baze i
rieSavati jednadzbu koju dobijemo kada izjedna¢imo eksponente.

X N iZjednacimo eksponente
X 2x 0" = 10
0= Ol - 10
S, X = 2X - |
0*= 10" 10™ « = |

i\

|\

Logaritamske jednadzbe

Logaritamska jednadzba je jednadzba kojoj je nepoznanica u logaritmu. Drugim rijecima, to je jednadzba oblika loga xz =b,gdiejea >0ia 7é
1.

Prije rie§avanja same logaritamske jednadzbe, moramo provijeriti uvjete. Pazimo da argument logaritma (sve §to pise u njemu) bude veée od 0,
a baza logaritma veéa od 0 i razli¢ita od 1.

l0g,(x t\?) =2 w430

uzimamo sve sto X > —3
ovdje pise u uvje+

Logaritamske jednadZbe rieSavamo tako da logaritam dovedemo na lijevu stranu, a broj na desnu. Ako imamo vise logaritama, uz pomoc¢
formula ih se rijeSimo dok sve ne svedemo na samo jedan logaritam. Primijenimo vezu izmedu logaritamske i eksponencijalne jednadzbe,
odnosno pravilo "lijevi, desni, srednji" kako bismo dosli do riesenja.
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log,x = | - log,(x+) :x O
log,x + log,(x+0) = |

l0g,(x - (x+)) = | -2

srednji = x-(x+)

5 desni = |
2 =X+ X
\/ \4 X, he zadovoljava uvijet
=1l x =-2 riesenje je samo x, = |

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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D S

X« (x+1)
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VEKTORI

Vektori i skalari
Vektor

Vektor je usmjerena duzina u kojoj razlikujemo poc&etnu (A) i krajnju todku (B), oznaka AB.
Duljina (iznos) vektora je duljina duzine A B, odnosno udaljenost todaka A i B.
Smjer vektora je odreden pravcem na kojem lezi vektor. Kolinearni su oni vektori koji leZze na paralelnim pravcima.

Orijentacija vektora je odredena strelicom na kraju vektora. Orijentaciju je smisleno gledati samo kod vektora koji imaju isti smjer. Ako im strelice
pokazuju u istu stranu, onda su jednake orijentacije, a ako pokazuju u razli¢ite, onda su suprotne orijentacije.

Nul-vektor je vektor kojem se podudaraju pocetna i krajnja tocka. To je zapravo samo jedna tocka.

isti smier supro+na orgerﬁaci_]a
duljina vektora (na pardlenim pravcima su) <
strelica vektora
odreduje orl]en‘mciju

b
L

N

Dva vektora su jednaka ako su im iste sve tri komponente, duljina, smjer i orijentacija. Ako su im duljina i smjer isti, a orijentacija suprotna onda i
za vektore kazemo da su suprotni.

Da bi u potpunosti razumjeli vektore, moramo si pojasniti jednu stvar. Svi vektori u prostoru koji imaju istu duljinu, isti smjer i istu orijentaciju su
zapravo isti vektori. lako su mozda odredeni drugim to¢kama, oni su isti. Znaci da jednom kada imamo vektor, mozemo ga micati po prostoru
kako zelimo, samo pazimo da stoji takav kakav je, i sve Ce to biti isti vektoril

Svi narancasti vektori su istil
Svi crveni vektori su isto isti
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Razlika izmedu vektora i skalara

Vektori Skalari
® [znos 0 Iznos
® an]er
® Orijen+acﬂa

Svida ti se §to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!

www.gradivo.hr 125


file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b
file:///online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika%20b

C gradivo.hr

Vektori u koordinatnom sustavu

U koordinatnom sustavu u ravnini istaknimo dva vektora duljine 1 preko kojih éemo prikazivati sve druge vektore:
. gje jedini¢ni vektor koji se nalazi na x-osi
. ;je jedini¢ni vektor koji se nalazi na y-osi

Radijvektor to¢ke A(, y) prikazujemo u obliku zi + 1]. Vektor AB s podetkom u todki A(z1, 1) i krajem u todki B(z2, 32) prikazujemo u
obliku:

(z2 —1)i + (%2 —91)7
YA
4} . I+
£4 - | >
; T2 X
3 .

=l
I
&m
+
de

sl
I
)
[\V)

|
8
+
<
)

|
=

YA
N 6D
PB = -3W+( -4)
1 /A8 2 e o
' —;2 A = A = 9
E 1 3 X
...l 2
-2 -2) |
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Jediniéni vektor je vektor duljine 1, a iz bilo kojeg vektora @ ga mozemo dobiti kao % Ozna¢avamo ga s nulom u indeksu, ag.

Suprotne vektore u koordinatnom sustavu prepoznajemo tako §to imaju suprotne brojeve ispred Z i 3
Vektori @ = 331;—0— yJ ig = 332;—0— yzj su jednaki ako vrijedi: €1 = T2 iY1 = Ya.

Kolinearni vektori su u ravnini prikazani paralelnim usmjerenim duzinama. Vektori @ = x1% + 417 i b = X272 + yo7J su kolinearni ako su koeficijenti

odgovarajucih jedini¢nih vektora proporcionalni odnosno ako vrijedi:
T _ %
T2 Y2’

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Racunanje s vektorima

Zbroj vektora

Pravilo trokuta: Vektore A i E koji se ne nalaze na istom pravcu zbrajamo tako da najprije pocetak vektora B dovedemo na kraj vektora A ili

obrnuto. Nakon toga spojimo pocetak vektora /_f s krajem vektora E ili u drugom sluc¢aju obrnuto.

W

>

Pravilo paralelograma: Vektore A i B koji se ne nalaze na istom pravcu zbrajamo tako da najprije pocetak vektora A i pocetak vektora B
dovedemo u istu toku. Zatim nacrtamo paralelogram kojemu su dvije stranice vekotor A i vektor B. Zbroj vektora ée biti vektor koji &ini

dijagonala tog paralelograma s istom pocetnom to¢kom kao vektori A’ i é
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»|
\i
»|
+
W

A 4

Wl

Zbroj vektora na istom pravcu

A

>
Wl

\ 4
\ 4

b
A+ B -A+B B

Zbroj tri vektora

Zbrajanje 3 ili viSe vektora se svodi na uzastopno dodavanje novih vektora na kraj prethodnog kao $to je prikazano na slici. Kao i kod zbrajanja 2
vektora, na kraju spajamo pocetak prvog i kraj zadnjeg vektora.
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@ Koko bi Zbrojili @ Tronslatiramo @ Nocrtoamo rezuttantni

3 vektora .. vekt or‘e—B> .'E’ vektor od Poée-l-ne
tocke do krajnje

C |
5 N -/ A
- -
B
Oduzimanje vektora
Oduzimanje _I_B_) od X je isto kao zlaroj —g + _K
A . N
o N o N
A B A -B
< - / < +

W)
p
Wl
W

A+ (-B)

A

>|

Mnozenje vektora skalarom

Ako pomnozimo vektor @ skalarom k dobit éemo vektor kd za kaji vrijedi:

- duljina mu je umnozak apsolutne vrijednosti broja k i duljine vektora @ tj. | kd| = |k||d@|, odnosno reci éemo da mu se duljina produljila |k| puta
- ako je k > 0 onda mu je orijentacija jednaka orijentaciji vektora @, a ako je k < 0 onda mu je orijentacija suprotna orijentaciji vektora @
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—
A A
— —
— —
2 A -3 A
Pd
N ~
7
a) Mnoienjem vektora s b) Mnoienjem vektora s
2 "‘_]CQOVG se duljina negai-ivnim brojem sm_]er vektora
produlji dva pqua se Promgeni, a du[]ina mu se Produlji

(u ovom sluzaju 3 puta)

Zbrajanje u koordinatnom sustavu

Vektore d = mlz + yJ ib= mJ + ygj zbrajamo tako da posebno zbrojimo brojeve uz ; a posebno brojeve uz ; Oduzimanije je zbrajanje sa
suprotnim vektorom.

—

+22)i + (y1 + y2)J

Ql
+
S
I
—~
8
—_

ol

\

\
™
+

=
\Y)
+
\

2+ W+ &+ ()
5i - g 3 - 4]

\Y)
+
\

\

Skalarni umnozak vektora

Skalarni umnoZzak vektora dan je sliedec¢om formulom, gdje su @ i b neki vektori, a ¢ kut izmedu njih.

Skalarni umnozak neka dva vektora @ = xﬁ' + yJ ib= xﬁ + yzj u koordinatnom sustavu dan je prvom formulom, a druga formula je za
rac¢unanje kuta izmedu istih vektora

a-b=1a||b| cos
E _ T1Z2+Y1Y2
| O = i

Skalarni umnozak okomitih vektora jednak je 0.
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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PRAVAC

Jednadzba pravca

Pravac je skup svih to¢aka (a:, y) u ravnini koji zadovoljavaju jednadzbu y = kx + [. Ovaj oblik jednadzbe pravca se zove eksplicitni. Broj k
zovemo koeficijent smjera (nagib pravca), a broj I je odsjec¢ak na osi y.

<

I
x5

8
+
o~

N
8
+
oy
N
+
Q
I

Isti pravac, dva zapisa-.

eksplicHni oblik: y = 2x + |
implici+ni oblik: 2Zx - y + | = 0O

xV

Treci oblik je segmentni. Broj m je mjesto gdje pravac sijee z-0s, a n je mjesto gdje sijeCe y-os. Drugim rijecima, pravac sijece koordinatne osi u
to¢kama (m, 0) i (0, 7).

24r=1
YA
1 Y segmerﬁni obilik: R -\-JL = |
‘

/ gdje siecemo %-08 éclje sijecemo y-os

\

Jednadzbu pravca kojem znamo koeficijent smjera k i jednu tocku kroz koju prolazi, recimo A(a:l, yl), zapisujemo na sliedeci nacin.
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Koeficijent smjera

Koeficijent smjera ili nagib pravca mozemo racunati na dva nacina.

1. Ako imamo zadane dvije tocke A (z1,y1) i B (22, Y2).

2. Ako imamo kut ¢ koji pravac zatvara s pozitivnim (desnim) dijelom x-osi.

Nultocka i odsjecak na osiy

kolko smo se Pomakh clo[]e
X " (mozemo raéunati i kao 2 - 3)

< wx_  kolko smo se Pomakli desno

ako je desna tocka nize (i osemo radunati i kao 3 - O)
od lijeve, stavijgmo minus

Neke posebne tocke na pravcu u koordinatnom sustavu su one u kojima pravac sijee osi T i y.

Nulto&ka je broj & u kojem graf sijee os x. Mozemo ga dobiti i riedavanjem jednadzbe kx + I = 0. Zato $to se nalazi na osi x, druga koordinata

tocke koja na prvom mjestu ima nulto¢ku z je uvijek 0.

Odsje¢ak na osi ¥ je broj y u kojem graf sijece os y. Iz jednadzbe pravca ve¢ znamo da ¢e on iznositi . Sli¢no kao kod nulto&ke, zato §to se
odsje¢ak nalazi na osi y, prva koordinata to¢ke koja na drugom mjestu ima broj [ je uvijek 0.

134
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O, y) / .
odsjecak
,haosi y

/

nutocka .
“ . hutocka

N,

\ ’
\,

\

Y .

N v

(x, O) (,0

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Svojstva pravca

Udaljenost tocke od pravca

Udalienost togke A(zo, ¥o) od pravca Az + By + C radunamo:

________________________________________________________________________________________________________________________

E d — |Azo+Byo+C| E
: VA2+B? :

________________________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________________________

; d — |kzo+1—yo| ;
: V1+k? ‘

________________________________________________________________________________________________________________________

Medusobni polozaj dvaju pravaca
Dva pravca mogu se:

» sjeci u jednoj tocki

- uopce se ne sjeci (paralelni su)

- preklapati.

Do svakog od ovih slu¢ajeva dodemo rieSavanjem sustava jednadzbi koji je nastao od jednadzZbi ta dva pravca.

________________________________________________________________________________________________________________________

Aiz+Biy+Ci =0
Asx + Boy+Cs =0

________________________________________________________________________________________________________________________

(] —

vaci se sijeku vaci su Pamldni vaci se Podudamju
(isti su)

Kut izmedu dva pravca
Kada pri¢amo o kutu izmedu pravaca, uvijek mislimo na onaj maniji.

Ako s a oznagimo taj kut, za pravce y = ki + la iy = ko + Iy vrijedi:
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~
Q
Q
|

Paralelnost i okomitost

Pravci su paralelni ako vrijedi sliedeée (imamo dvije formule, ovisno zapi§emo li pravce u oblikuy = kyx + ly iy = kox + Iy ili Ajx + By +
Cl :OiAziL‘+B2y+Cg :0)

>
K,
|
x>~
[\
—
=
ks
&

Pravci su okomiti ako vrijedi sliede¢e (imamo dvije formule, ovisno zapi§emo li pravce u oblikuy = kix + ls iy = kex + Ly ili Ajz + By +
(o :OiAziL‘-i-Bzy-‘ng = 0):

>
&
I
|
B~
&
_|_
&
&
|
)

Pravci paralelni s koordinatnim osima
- pravac paralelan s x-osi je oblika y = 1, gdje je I neki broj

- pravac paralelan s y-osi je oblika © = b, gdje je b neki broj

YA

~
I\
N
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Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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NIZOVI

Pojam niza

Niz realnih brojeva je svaka funckija koja svakom prirodnom broju pridruZi neki realni. Matematicki zapisano, to je funkcijaa : N — R. Niz a
oznagavamo s (ay ), ili samo (a,), n € N.

Dakle, prvi &lan niza je onaj broj koji je pridruzen jedinici. Ozna¢avamo a; umjesto a(1).
Drugi ¢lan niza je ae, treci ag i tako dalje za sve prirodne brojeve.

Op¢i ¢lan niza je element a,,, odnosno broj koji se nalazi na n-tom mjestu u nizu. Niz ima beskona&no mnogo ¢lanova, a ¢lanove odvajamo
zarezom.

Zadavanje nizova

+ preko opceg ¢lana: zadan je opdi ¢lan a,,, a onda do bilo kojeg drugog ¢lana dodemo tako da u zapisu i formuli opceg ¢lana zamijenimo n s
brojem koji nas zanima

« rekurzivno: zadano je prvih nekoliko ¢lanova niza, npr a; i as, a svi sliedeci su onda zadani koristenjem prethodnih ¢lanova

- rije¢ima: samo dobro pro¢itamo kakav nas niz traze, npr. niz neparnih brojeva bibio 1, 3, 5, . . .

Niz zadan Preko opc’:e@ ¢lana

Opa clTn: a = + -
A =5 _I 1
az —7 ...... 043 -—4’_3 ......
I
03 =?

konaéni niz: |,

L
2’34’

Fibonacc'gev niz
Primjer rekurzivno zadanog niza

a = | a,=a0+ta,=1+1=12

a, = | a,=a,+ta,=l+12=
= = = = B
a =a,+ta, a, =a,+ =2+ =5
a, = ta = +5=8

-

kona¢niniz: |, I, 2, 3,5, 8, 3, 2I, 34, ..
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Monotonost niza
Niz (ay,) je rastuéi ako za svaki n vrijedi a, < ant1, odnosno ako je svaki sliededi élan niza vedi od prethodnog.
Niz (an) je padajuéi ako za svaki n vrijedi a,, 2> a1, odnosno ako je svaki sliededi ¢lan niza manji od prethodnog.

Ako je niz rastudi ili padajuci, kazemo da je on monoton.
Omedenost niza
Niz (an) je ograni¢en (omeden) ako postoje brojevi m i M takvi da vrijedim < a, < M za svaki broj n.

Drugim rije¢ima, niz je ograniéen odozdo ako postoji neki broj m od kojeg niti jedan ¢lan niza nije manji. Jos§ kazemo da je m donja meda niza.

Niz je ograniéen odozgo ako postoji neki broj M od kojeg niti jedan &lan niza nije vedi. Jos kazemo da je M gornja meda niza.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Aritmeticki niz
Niz je aritmeti¢ki ako je razlika bilo koja dva susjedna &lana stalna i jednaka nekom realnom broju d. Drugim rijedima, ako za svaki prirodni broj n

(osim broja 1) vrijedi

S
3

|
S
3
R

|
ISH

Broj d se zove razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza.

AritmetiCki niz jo§ mozemo zamisljati kao niz koji ima pocetak i onda samo na taj prvi broj dodajemo uvijek isti broj kako bi dosli do ostalih
¢lanova niza.

Ako je prvi &lan a1, onda je drugi a; + d, tredia; + 2d i tako dalje.

razlka d
+3 +3 +3
ot 5/ 8/ "1
prvidlan o  a, a, a,
Po tome mozemo napraviti i formulu za opéi €lan aritmeti¢kog niza:

S
S
|
Q
—_
_|_
—~
S
|
—
~—
SH

Naziv aritmeti¢kog niza dolazi upravo od aritmeti¢kog sredine jer svaki ¢lan niza mozemo dobiti kao aritmeti¢ku sredinu njegovog prethodnika i
njegovog sljedbenika:

S
S
|

Imamo i formulu (zapravo dvije) za zbroj prvih n. ¢lanova aritmeti¢kog niza. To je dakle formula za racunanje: prvi ¢lan + drugi ¢lan + . . . + n-ti
¢lan, gdje je n taj ¢lan do kojeg Zelimo racunati zbroj.

n
[l
03
—~
o
S
+
o

S
N—
[l
S
Q
S
+
3
Rl
IS

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Geometrijski niz

Niz je geometrijski ako je omjer (koli¢nik) bilo koja dva susjedna ¢lana stalan i jednak nekom realnom broju g. Drugim rijecima, ako za svaki
prirodni broj n (osim broja 1) vrijedi

|
Q

Broj g se zove koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza.

Geometrijski niz jo§ mozemo zamiSljati kao niz koji ima pocetak i onda samo taj prvi broj mnozimo uvijek istim brojem kako bi dosli do ostalih
¢lanova niza.

Ako je prvi ¢lan a;, onda je drugi a; - q, trec¢ia; - q2 i tako dalje. Primijetimo da smo kod aritmeti¢kog niza imali zbrajanje, a sada mnozenje.
Samo u tome je razlika!

kolienik

- ’ \
kW
Y

SN

\ [l
5 [1d

2 2 2
i Y Y
G, 12 24, .

.
e " "
7 1
/ ’
/ / /
/ / ,
, ,

prviclanag o, o, a,

Sada mozemo napraviti i formulu za opci €lan geometrijskog niza:

7
L

Kao $§to smo imali aritmeti¢ku sredinu, sada imamo i geometrijsku. Naziv geometrijski niz dolazi upravo od geometrijske sredine. Svaki ¢lan
geometrijskog niza mozemo dobiti kao korijen umnos$ka njegovog prethodnika i sliedbenika:

S
3
|
N
3
R
S
3
+
N

Imamo i formulu za zbroj prvih 1 Elanova geometrijskog niza. To je dakle formula za racunanje: prvi €lan + drugi ¢an + . . . + n-ti ¢lan, gdje je n tqj
¢lan do kojeg Zelimo ra¢unati zbroj.

"
|
e

3

)

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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FUNKCIJE

Pojam funkcije

Funkcija je pridruzivanje, preslikavanje elemenata iz jednog skupa u drugi. Bitno je da svakom elementu prvog skupa pridruzimo to¢no jedan
element drugog skupa - inace nije funkcija.

Funkciju takoder mozemo zamisliti i kao "crnu kutiju" u koju nesto ubacimo, a onda nam ona po nekom pravilu izbaci nesto van.

Graf funkcije je ono $to dobijemo kada funkciju nacrtamo u koordinatnom sustavu. Formalno, to je skup to¢aka (m, f(a:)) za sve T koje funkcija
moze primiti.

Je li neki graf funkcija mozemo provjeriti vertikalnim testom. Ako vertikalni pravac sijece funkciju u dvije ili vise to¢aka, nije funkcija, a u
suprotnom jest.

uv'gek samo
J'ednom sgec”:e

Punkcija
\ N

niie funkcija

Funkciju ozna¢avamo's f : D — K, gdje je f ime same funkcije, D onaj prvi skup iz kojeg uzimamo elemente, a K je skup gdje se nalaze sve
moguce vrijednosti koje funkcija moze vratiti.

Skup D se zove domena (podrudcje definicije), a K je kodomena (podrudije vrijednosti). Elemente domene, to je najcesée nas x, zovemo
argument (nezavisna varijabla) funkcije, a elemente kodomene y vrijednosti (zavisne varijable) funkcije.

Slika funkcije je skup svih mogucih vrijednosti koje funkcija moze poprimiti. Ne mora nuzno biti isto Sto i kodomena. Kodomena moze sadrzavati
jos neke elemente koje funkcija nikad ne¢e pogoditi. Oznaka za sliku je Im.
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D (domena) K (kodomena) Preslikavamo brojeve iz skupa D
u slova iz skupa K.

V4 svakog elementa u skupu D
mora izlaziti strelica, no ne mora
sve iz skupa K biti Pogodeno.

D={ 2 3 4
K={a b c,el
Im = {g, b, e}

|

2

Domena i slika funkcije
Pogledajmo kako se odreduju domena i slika funkcije ako ju imamo nacrtano u koordinatnom sustavu.

Domenu gledamo na x-osi, odnosno koji su to sve z-evi koji ¢e davati neku vrijednost funkcije. Npr. logaritamska funkcija na prvoj slici, ne
izbacuje nikakvu vrijednost za ¢ = —1 jer iznad tog z-a nema ni¢ega. Ali recimo za & = 2, vidimo da je iznad njega toéno jedna todka pa je on u

domeni.

Sliku odredujemo na isti nacin, samo gledamo po y-osi. Dakle pitamo se, koji su to sve y-i koje funkcija moze postici? Zamislimo si kao da
spljostimo graf na y-os i pogledamo §to je sve taj graf pogodio. To ¢e nam upravo biti slika. Za domenu smo mogli razmi$ljati na isti nacin, samo
bi graf morali spljostiti na z-os.

D =(0, +co) D =R
Im = R Im ={-3, +ca)

Postoje tri pravila za odredivanje domene funkcije, ovisno o kojoj se funkciji radi.

« ako u funkciji imamo razlomak, bitno je da nazivnik bude razli¢it od 0
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« ako u funkciji imamo korijen, bitno je da veli¢ina pod korijenom bude veca ili jednaka 0

+ ako u funkciji imamo logaritam, moramo paziti na dvije stvari:
1) baza logaritma mora biti veca od 0 i razli¢ita od 1
2) veli¢ina pod logaritmom mora biti ve¢a od 0

Injekcija, surjekcija i bijekcija
Funkcija je injekcija ako se svaki x preslika u svoj, drugadiji y tj. ako ne postoje dva x-a za koja ¢e funkcija izbaciti istu vrijednost. Injektivnost se

provjerava horizontalnim testom. Sli¢no kao i vertikalni test, ako vodoravni pravac sijece funkciju u dvije ili vise tocke, nije injekcija, a u

suprotnom jest.

uviiek samo .
jeclflwom sijece . Sijece dva puta

-
-
,
/
/
(A
v
e
W,
INS
o\
\
\
.
.
~
~

<\

horizontalni test

>

iniekciia 7

~ s

hiie iniekcija

Funkcija je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni funkcije. Drugim rijecima, ako je svaki element kodomene pogoden.
Funkcija je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Vrijednost funkcije

Kada zelimo izracunati vrijednost neke funkcije u nekoj tocki x, sve §to trebamo napraviti je zamijeniti svako pojavljivanje varijable x u funkciji s
brojem koji mu je pridruzen. Izraz koji dobijemo bi trebao imati samo brojeve, njega izracunamo i rezultat ¢e biti ono $§to zovemo vrijednost

funkcije.

410 +3+2
1014

\

L) =2+ 10"+ x + 2 £(3)
X = 3 £(3)

=

\
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Kompozicija funkcija

Kompozicija funkcija je operacija medu funkcijoma koja ozna¢ava djelovanije jedne funkcije na drugu. Preciznije, jedna funkcija djeluje normalno,
kao $§to smo navikli, na argument x, a druga funkcija djeluje na rezultat koji izbaci prva funkcija za taj x.

Za funkcije f i g, kompozicija funkcija f i g se oznacavas g o f.

Kompoziciju mozemo rac¢unati na dva nacina. Prvi je da izraCunamo kako izgleda bas funkcija koja je nastala kao kompozicija, a onda uvrstimo
broj koji nas zanima. U drugom nacinu prvo izragunamo vrijednost unutarnje funkcije u broju koji je zadan, a onda za dobivenu vrijednost
izraGunamo vrijednost druge, vanjske funkcije.

Oprezigo f # fog

|\
i\

£(x)
9(x)

X + | gof =90 )= ) =

2% - | =2-( Y-l =2x + |

\\
\

i
~

X = 3 (go£)3)=2-3 +1

\

£(x)
g(x)

X + | g o £ = g(f(x)

Zx - | £(3)
X = 3 9

\

3+ =
2 -1=7

|\

\

Inverzna funkcija

Funkcije g inverzna je funkciji f ako vrijedi:

- 9(f(z)) = zzasvakiz € Dy

- f(g(y)) = yzasvakiy € D,.

Pisemo g = f~L. Uisto vriieme je funkcija f inverzna funkciji g te pisemo f = g~ L.

Grafovi inverznih funkcija f i g simetriéni su s obzirom na pravac y = .
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Postupak za trazenje inverzne funkcije funkgiji f (z):
1. zapigemo y = f(z)
2.jednadzbuy = f(z) rijegimo po nepoznanici x
3. ako postoji jedinstveno rieSenje te jednadzbe, tada je inverzna funkcija € = f’1 (y)

4. na kraju samo zamijenimo imena nepoznanica, gdje pise x stavit ¢emo y i obrnuto te dobijemo zapis y = f 1 (ac)

Napomena: Funkcija ima inverznu funkciju onda i samo onda ako je ona bijekcija.

Svida ti se §to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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Svojstva funkcija

Graf funkcije

Graf funkcije je ono §to dobijemo kada funkciju nacrtamo u koordinatnom sustavu. Formalno, to je skup to¢aka (av, f(x)) za sve x koje funkcija
moze primiti.

Ne mora svaki graf biti funkcija. Medutim, za bilo koji graf lako mozemo provijeriti je li funkcija ili ne, takozvanim vertikalnim testom. Ako negdje na
grafu mozemo povudi ravnu, uspravnu liniju tako da sijece graf u dvije ili vise tocke, onda to nije funkcija. U suprotnom je!

YA

uv'gek samo
jeclnom s'gec”:e

Punkci]a
\ N

niie funkcija

Nultoc¢ke funkcije

Nulto&ka je broj x u kojem graf sijeCe os x. Mozemo ga dobiti i rieSavanjem jednadzbe koju dobijemo kada funkciju izjednadimo s 0. Zato $to se
nalazi na osi &, druga koordinata tocke koja na prvom mjestu ima nultodku  je uvijek 0.

Funkcija moze imati nula nulto¢aka, ali moze ih imati i puno.
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nuto¢ka

/

>

/r

nutocke

Monotonost

Funkcija je rastu¢a ako za $to vedi x koji ubacimo u funkciju, ona izbaci i veci broj nazad. Dakle, ako raGunamo vrijednost funkcije za neka dva
broja, funkcija ¢e vratiti vecu vrijednost za veci od tih brojeva. Na grafu, ako gledajudi s lijeva na desno vidimo da funkcija ide prema gore, da se
penje, onda je funkcija rastuca.

Funkcija je padaju¢a ako za $to vedi x koji ubacimo u funkciju, ona izbaci maniji broj. Dakle, ako ra¢unamo vrijednost funkcije za neka dva broja,
funkcija ¢e vratiti manju vrijednost za vedi od tih brojeva. Na grafu, ako gledajuéi s lijeva na desno vidimo da funkcija ide prema dolje, da se
smanjuje, onda je funkcija padajuca.

Monotone funkcije su ili rastuce ili padajuce funkcije.

> /

pada’\, raste /'

Omedenost

Funkcija f je ograni¢ena (omedena) ako su sve vrijednosti koje funkcija poprima vece od nekog broja i manje od nekog drugog broja. Formalno,
akojem < f(z) < M zaneke brojeve m i M.

U suprotnom ¢emo reci da je funkcija neomedena.
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odozagora omedena s 3 odozgora omedena s 5 odozgom neomedena
odozdo omedena s O odozdo neomedena odozdo neomedena

Parnost i neparnost
Funkcija f je parna ako vrijedi f(—z) = f(z). Graf parne funkcije je simetri¢an obzirom na y-os.
Funkcija f je neparna ako vriledi f(—z) = — f(z). Graf neparne funckije je simetri¢an obzirom na ishodiste.

Za sve druge funkcije kazemo da nisu niti parne niti neparne.

Periodicnost

Funkcija f je periodi¢na s periodom T ako vrijedi f(a:) = f(a: + T), odnosno vrijednost funkcije f se ponovi svaki put kada se pomaknemo za
T'. Najmanii takav pozitivni period T' se zove temeljni period. Na grafu, periodi¢nost znadi da ¢emo imati neki komad funkcije koji ¢e se svako
toliko ponoviti.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari! .
Ako zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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VJEROJATNOST

Vjerojatnost

Dogadaj je bilo koji podskup skupa elementarnih dogadaja.

Razlika izmedu elementarnog dogadaja i dogadaja je u tome $to elementarni dogadaj gleda samo jednu mogucu vrijednost kako pokus moze
zavrsiti, a dogadaj moze gledati jedan ili viSe rezultata. Na primjer, ako je pokus izvlac¢enje karata iz $pila, elementarni dogadaj je "izvukli smo
kralja herc", a dogadaj bi mogao biti "izvukli smo bilo kojeg kralja"(tu dakle imamo 4 mogucénosti "izvukli smo kralja herc, tref, karo ili pik").

Pokus: izvlac”:enje karata

Q) = {as herc, krdlj tref, .} (prostor elementarnin dogadajo)

A = izvkli smo krdljicu (dogada))

Iaroj kraljica u épilu 4 I
P(A) = = =
bro_] karata u épilu 52 I3

52 karte

Neka pokus ima kona¢no mnogo ishoda(elementarnih dogadaja). Vjerojatnost svakog ishoda je neki pozitivni broj. Ono §to mora vrijediti je da je
zbroj svih vjerojatnosti elementarnih dogadaja jednak 1.

Vjerojatnost dogadaja je zbroj vjerojatnosti elementarnih dogadaja od kojih je taj dogadaj sastavljen.

Vjerojatnosni prostor ¢ine skup elementarnih dogadaija £ i na njemu definirana vjerojatnost.
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Pokus-. izvlac”:enje karata

Q) = {as herc, krdlj tref, .} (prostor elementarnin dogadaja)

A = izvikli smo krdljicu (dogada))

= ( izvukli smo kmljicu
herc, tref, karo |l Pik

sy

P(A)

\

s

52 karte | | | | |
+ + +

52 52 521 B2 13

|\

i\

Klasi¢ni vjerojatnosni prostor
Klasi¢ni vjerojatnosni prostor je vjerojatnosni prostor u kojem su svi ishodi jednako vjerojatni. Na primjer, bacanje novéica ili bacanje kockice.

Ako imamo n mogucih ishoda, onda je vjerojatnost jednog ishoda jednaka % Ako imamo dogadaj koji se sastoji od vise ishoda, tada imamo
donju formulu:

=

=
I

SFES

Nezavisni dogadaij

Neki dogadaiji jednostavno nisu povezani jedan s drugim, odnosno ishod jednog ne utjec¢e na ishod drugog. Na primjer, dogadaiji "sutra ¢e padati

kisa" i "na kocki ¢e pasti broj 5".
Takve dogadaje zovemo nezavisni dogadaji.

Za nezavisne dogadaije vrijedi da je vierojatnost da se dogode svi dogadaji(odnosno njihov presjek) jednaka umnosku vjerojatnosti svakog
dogadaja posebno, §to govori donja formula.

=4
b
D)
X
I
=4
=
S
Z

=
BN
D
bd
D)
8
I
=4
=
=
=
-
S

Bernoullijeva shema

Zamislimo da ponavljamo neki pokus n puta. Taj pokus ima samo dva ishoda - moze biti bilo $to, uspjeh i neuspjeh, pismo i glava, ili nesto sli¢no.
Vjerojatnost prve opcije je p, a druge je onda 1 — p. Vjerojatnost da se prva opcija ponovi to¢no k puta racuna se Bernoullijevom shemom.

152 www.gradivo.hr



Online skripta

i~
—
-+
Qo
)¢
B
=)
b
e
=
+
o
o
=
<
Q
=}
4]
)
&
o
~
I
—~
I
~
i
B
—~
—
=
~—~
i
UW‘
(e}
AN
oy
N
S

Uvjetna vjerojatnost

Imamo dva dogadaja A i B tako da je dogadaj B mogué, to jest vierojatnost P(B) > (. Za takve dogadaje mozemo racunati uvjetnu
vjerojatnost. Puni naziv je uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B, a formula je dolje u dva oblika.

p(A| B) = 257
i p(ANB) =p(B) -p(A| B)

Vjerojatnosno stablo

Preko vjerojatnosnog stabla mozemo racunati vierojatnosti i uvjetne vjerojatnosti. Dobro nam dode kada imamo kompliciranije primjere, a
osobito kod onih koji imaju zadane informacije po nekakvim koracima.

U prvom grananju stabla gledamo kolika je vjerojatnost da se dogodio neki od mogudih ishoda u prvom sluc¢aju. Dalje, za svaki od tih sluc¢ajeva
gledamo uvjetnu vjerojatnost da se dogodio novi dogadaj, uz uvjet da se dogodio ovaj prije njega u stablu. Tako nastavljamo dalje koliko treba.
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vierojatnost da se dogodio B,
a Prge se dogodio A
\(]erqjamos+ da se v/

dogodio A
P(BIA) B
{

B

P(BIA)

P(BIA) B
P(A) N
- \
| B

P(BIA)
v~‘|eroja+nos+ da se A
dogodio A (

vjeroJaJmoer da se dogodio B,

a pr'ﬂe se dogodio A

P(AR) = P(A) - P(BIA)

Formula potpune vjerojatnosti

AB

AB

Zamislimo da imamo neke dogadaje koji se svi medusobno isklju¢uju, odnosno da se nikoja dva ne mogu dogoditi istovremeno. Nazovimo te
dogadaje Hy, Hs, ..., H,. Isto tako, neka se prostor elementarnih dogadaja {2 moze u potpunosti sastaviti od tih dogadaja tako da nista ne fali.
Drugim rije¢ima, ti dogadaiji u uniji daju cijeli €2, tj. prostor elementarnih dogadaja €2 se moze podijeliti na nase dogadaoje Hy, Hs, ..., H,,.

Tada za bilo koji dogadaj A vrijedi formula potpune vjerojatnosti.
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bake dgele slatkise s odredenim vjeroja+nos+ima

Baka Nevenka

AR )
VAN VAN
I 3
cokolada — —
2 l
bomboni — —
3 4

\/jerojaJrnoer da dob}]emo cokoladu ako dobivamo

slatkise od baka s jednakom vierojgtnoscu<?

N

2

P(cokolada) = P(Nevenka) - P(¢okolada | Nevenka)

+ P( ) - P(cokolada | Mika)

!

l 13

|
2 4 24

P -

l
— +
2 3
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Sada mozemo dodi do i Bayesove formule. Imamo dvije vrste, kracu i duzu. One su skroz iste, samo je u duzoj P(A) zamijenjen s formulom
potpune vjerojatnosti koju smo vidjeli gore.

i P(A|B)P(B |
| P(B | A) = "0 5
| Ay = P(H)p(AlH) |
| P (Hi | A) = Somyptamy ot p Al o p AT 5

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim koli¢inama!
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