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Online skripta

Online skripte by gradivo.hr

Idealna skripta za svakoga! Pronadi objasnjenja svih gradiva, ilustracije, formule i tablice. Sve je napisano
jednostavnim jezikom i sazeto tako da mozes u sekundi doci do informacije koju trebas!

Slobodno podijeli i s drugima! Nase skripte su uvijek bile i uvijek ¢e ostati besplatne. To je nas mali doprinos
svim srednjoskolcimal
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BROJEVI

Skupovi brojeva

Skup mozemo shvatiti kao bilo kakvu kolekciju razligitin objekata. Clanove koji tvore skup zovemo elementima
skupa.

N - prirodni brojevi
Z - cijeli brojvei
Q - racionalni brojevi

I -iracionalni brojevi

R - realni brojevi

Prirodni brojevi su oni brojevi do kojih mozemo doci kada krenemo brojati od 1 na dalje, dakle 1, 2, 3, 4, ...
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Racionalni brojevi su oni brojevi koje mozemo zapisati u obliku razlomka, npr. % gdje je m cijeli broj, a n prirodan
broj razlicit od 0.
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Iracionalni brojevi su oni brojevi koji imaju beskonacan neperiodi€ni decimalni zapis, tj. oni brojevi koje ne mozemo
napisati kao razlomak % gdje je m cijeli, a n prirodan bro;j.
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Racunske operacije medu skupovima

Kazemo da je skup A podskup skupa B ako je svaki element skupa A ujedno i element skupa B.
Pisemo A C B.

N podskup

Ako unutar nekog skupa U promatramo odnose medu njegovim podskupovima, skup U zovemo univerzalni skup.

www.gradivo.hr 5
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A@ .
/ /Q

neki skupovi ?;

univerzalni skup

Unija skupova A i B, oznake A U B, je skup koji sadrzi sve elemente koji pripadaju bilo kojem od skupova A ili B.

\

Presjek skupova A i B, oznake A N B, je skup koji sadrzi sve elemente koji se nalaze i u skupu A i u skupu B.

unija
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\

Ako skupovi A i B u presjeku nemaju zajednickih elemenata, kazemo da su oni disjunktni skupovi.

presjek

Razlika skupova A i B, oznake A\ B, je skup koji sadrzi sve elemente koji se nalaze u skupu A, ali nisu u skupu B.

www.gradivo.hr
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razlika

Neka je A C U. Komplement skupa A je skup koji sadrzi sve elemente univerzalnog skupa U koji se ne nalaze u
skupu A. Oznaka je A€.

/
/
/ N— komplement

Kardinalni broj skupa je broj elemenata u skupu. Drugim rijecima, to je broj Clanova ili broj vrijednosti koliko imamo u

skupu. Oznaka je card(.S), za neki skup S.

Skup bez elemenata zovemo prazan skup. Oznaka je .

Prisjetimo se sljedecih pojmova.

Prosti i slozeni brojevi
Prirodne brojeve mozemo podijeliti na proste i slozene.

Prosti brojevi su oni brojevi koji su djeljivisamo s 1 i sa samim sobom. Dakle, imaju to¢no dva djelitelja. Takvi su npr.
2,3,5,7,11,13,17,19...
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Slozeni brojevi su oni koji nisu prosti, odnosno oni brojevi koji imaju vise od dva djelitelja. Takvi su
4,6,8,9,10,12,...

Broj 1 nije niti prost niti slozen bro;j.

Najveci zajednicki djelitelj i najmaniji zajednicki visekratnik
Najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b, pod oznakom nzd(a, b), je najvedi broj koji je djelitelj i broja a i broja b.

Najvedi zajednicki djelitelj dvaju brojeva dobijemo tako da istodobno oba broja dijelimo njihovim zajednic¢kim
prostim djeliteljima dok je to moguce. U trenutku kada to vise nije moguce, postupak je gotov. Umnozak tako
dobivenih faktora je najvedi zajednicki djelitel;.

Najmaniji zajedni¢ki visekratnik brojeva a i b, pod oznakom nzv(a, b), je najmaniji broj koji je visSekratnik i broja a i
broja b.

Najmaniji zajednicki visekratnik dvaju brojeva dobijemo tako da istodobno oba broja dijelimo njihovim zajednic¢kim
prostim djeliteljima dok je to moguce. Zatim svaki od brojeva zasebno rastavljamo dalje na proste faktore dok ne
dobijemo broj 1. Umnozak svih tih faktora je najmanji zajednicki visekratnik.

Najbolie cemo objasniti na primjeru: nadimo nzd (18, 24) i nzv(18, 24).

18 24 w. najvedi

2-3=6 NN

zajednicKi

9 12 djeljitel]

3 4

4 2:3:3:2:2=72 o
najmaniji
5 zajednicki
visekratnik

Dijeljenje s ostatkom

Teorem o dijeljenju s ostatkom: Za proizvoljni prirodan broj a i cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi
dajeb=gqa+ 7 ,gdieje0 <r <a.

U teoremu g predstavlja najvedi cijeli dio kvocijenta b/ a, a r ostatak pri dijeljenju.
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Zapis racionalnih brojeva

Rekli smo da su racionalni brojevi su oni brojevi koje mozemo zapisati u obliku razlomka npr. % te se takav zapis
zove razlomacki zapis. Medutim, ako podijelimo broj m brojem 1 dobit ¢emo decimalni zapis.

Prisjetimo se:

+ 1.235 konaéni decimalni zapis

- 1.235235235235... = 1.235 periodicki decimalni zapis

- 1.23535353535... = 1.235 mjestovito periodicki decimalni zapis

Takoder, mozemo i obratno, iz decimalnog zapisa doci u razlomacki zapis. Objasnimo po gornjim slu¢ajevima.

- decimalni broj koji ima konacan decimalni zapis pretvaramo u razlomak tako da u brojnik zapiSemo taj broj bez
decimalne to¢ke, a u nazivnik pisemo broj 1 i dodajemo onoliko nula koliko ima decimalnih mjesta

+ ako broj ima periodic¢ki decimalni zapis, u brojnik zapiSemo taj broj bez decimalne tocke te oduzmemo onaj broj
koji predstavljaju znamenke koje se ne ponavljaju, a u nazivnik pisemo broj 9 onoliko puta koliko ima znamenki koje
se ponavljaju

+ ako broj ima mjeSovito periodiCki decimalni zapis, u brojnik zapiSemo taj broj bez decimalne tocke te oduzmemo
onaj broj koji predstavljaju znamenke koje se ne ponavljaju, a u nazivnik piSemo broj 9 onoliko puta koliko ima
znamenki koje se ponavljaju, zatim broj 0 onoliko puta koliko ima znamenki koje se ne ponavljaju, a nalaze se
nakon decimalne toCke

Najbolje ¢emo uociti na primjerima:

4352679
4352679 = _—
5 100000
5
. . 4352636 =4352679-43
4352679 = —_—
5 99999
5
. e 4348327 =4352679-4352
4352679 = —_—
2 3 99900

3 2
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Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal

www.gradivo.hr 1
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Brojevni pravac

Brojevni pravac je pravac na kojem je svakom realnom broju pridruzena to¢no jedna tocka.

Na pravcu uvijek imamo to&ku ishodidta, oznake O, koja predoava nulu te definiranu jediniénu to¢ku E, koja se
nalazi na mjestu jedinice. Duzina od O do E, odnosno od 0 do 1 se zove jediniéna duzina.

Usporedivanje brojeva na pravcu

Ako se broj a nalazi desno od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a vedéi od broja b $to zapisujemo kao a > b.

Ako se broj a nalazi lijievo od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a maniji od broja b $to zapisujemo kao
a <b.

Usporedivanje decimalnih brojeva

Prioritet usporedivanja decimalnih brojeva:
1. Usporedujemo cijeli dio decimalnog broja, odnosno ne gledamo brojeve iza decimalne tocke.

2. Usporedujemo znamenke iza decimalne tocke, slijeva na desno. Cim naidemo na znamenku koja je na nekom
mjestu u jednom broju ve¢a od znamenke na istom mjestu u drugom broju, odmah znamo da je taj broj vedi.

12 www.gradivo.hr
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2.23 2.24
2=2
2.23 2.24
2=2
2.23 2.24
3<4
2.23<2.24

Zaokruzivanje brojeva

Kod zaokruzivanja brojeva, gledamo prvu znamenku koja se nalazi poslije mjesta na koje zelimo zaokruziti broj.

Ako je ta znamenka manja od 5, broj prepisujemo do znamenke na koju trebamo zaokruZiti.

2.273=2.27 2.27|3

“3<5
2277

Ako je prva znamenka poslije mjesta na koje Zelimo zaokruziti 5 ili ve¢a od 5, znamenku na mjestu na koje
zaokruzujemo povec¢avamo za 1.

www.gradivo.hr 13



C gradivo.hr

2.538 =2.54 2.53|8

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Omjeri, postoci, apsolutna vrijednost i aritmeticka
sredina

Omjer
Omijer brojeva a i b je rezultat dijeljenja tih brojeva, odnosno a : b. Citamo "a naprema b".

Kako je omjer zapravo dijelienje, Cesto ga zapisujemo i u obliku razlomka %

=}
S
I
> e

Produljeni omjer
Produljeni omjer je kraci nacin na koji mozemo zapisati vise omjera gdje se drugi ¢lan jednog omjera poklapa sa
prvim &lanom drugog omjera.

Zaomjerea : bib : ¢ bitada u obliku produzenog omjera skraceno napisalia : b : c.

Postotak

Postotak je stotina nekog broja, odnosno stoti dio tog broja. Takoder, mozemo ga definirati i kao omjer nekog broja
i broja 100 ili kao razlomak s nazivnikom 100. Do zapisa u decimalnom obliku dodemo tako da broj od kojeg
radunamo postotak podijelimo sa 100. Oznaka je %, a &itamo "posto"”. Tako bi na primjer 43% procitali kao
"Cetrdeset i tri posto"
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Promil

Promil je, slicno kao postotak, tisu¢ina nekog broja, odnosno tisuciti dio tog broja. Takoder, mozemo ga definirati i
kao omjer nekog broja i broja 1000 ili kao razlomak s nazivnikom 1000. Do zapisa u decimalnom obliku dodemo
tako da broj od kojeg racunamo promil podijelimo sa 1000.

Oznaka je %o, a &itamo promil. Tako bi na primjer 522%o procitali kao "petsto dvadeset i dva promila”.

158%o0 = ;2% = 0.158

www.gradivo.hr 15
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Proporcionalnost

Proporcijaili razmijer je jednakost dvaju omjera. Za dvije veli€ine kazemo da su proporcionalne ako postoji zavisnost
izmedu nijih, u smislu da povecanje jedne veliCine uzrokuje povecanje druge i obrnuto. Veli€¢ine su proporcionalne
ako je njihov omjer stalan broj k, k / 0. Veti€ine su obrnuto proporcionalne ako povec¢anje jedne uzrokuje
smanjenje druge i obrnuto. Veli¢ine su obrnuto proporcionalne ako im je umnozak stalan broj k.

Apsolutna vrijednost

Apsolutna vrijednost odreduje veliCinu broja bez obzira na predznak. Za broj , apsolutna vrijednost se oznacava s
|m| U praksi, ona svaki broj prebacuje u pozitivan broj. Dakle, ako je & > 0, apsolutna vrijednost |a:| ¢e biti upravo
z. Akoje ¢ < 0, onda ¢e |x| biti —z (moramo pomnoziti s minusom ako Zelimo dobiti pozitivan broj jer je
negativan).

Apsolutna vrijednost suprotnih brojeva je isti broj.

ako je broj pozitivan ili O
samo ga prepisemo \
|51=5

| 51=5

e
\ ako je broj negativan

samo maknemo minus

16 www.gradivo.hr
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Aritmeticka sredina

Aritmeticka sredina ili prosjek je broj koji raCunamo tako da zbroj svih vrijednosti koje promatramo podijelimo s
brojem vrijednosti koje smo imaili.

Formalno, za n brojeva 1, 3, ..., T,, aritmeticku sredinu, u oznaci T racunamo po formuli
X, | X, Xs X, — S5+3+5+4
x =
4
Scm 3cm ocm | 4cm
x = 4.25cm
n=4

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neograni¢enim kolic¢inama!
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POTENCIJE

Potencije

Potencija je skraceni zapis za umnozak nekoliko istih brojeva. Konkretno, ako broj a mnozimo 1 puta sa samim
sobom, zapisat ¢emo a”. Broj a zovemo bazom potencije, a n je eksponent.

n

a-a-de....a-a = d

n faktora

Pravila za racunanje s potencijama

Potencije s eksponentima 0,1,2i 3

al=a a-a-a=a’

Potencije s negativnim eksponentom

Zbrajanje jednakih potencija

a’"+a"+...+a"=k-a"

k Elanova

Zbrajanje i oduzimanje potencija ("zbrojimo/oduzmemo brojeve ispred, a potenciju prepisemo"). Zbrajati i oduzimati
mozemo samo iste potencije, dakle i baza i eksponent moraju biti isti.

18 www.gradivo.hr
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xN + xM= a-x’+bx"=(a+b)-x"
'\\\- nije {l \}
:,_"'- moguce samo ako su
X n e Y n — potpuno jednaki
E a-z"tb-z"=(a+b)- " E
Mnozenje i dijeljenje potencija istih baza radi se tako da "bazu prepisemo, a eksponente zbrojimo ili oduzmemo".
" . ™ = xn-l—m
| am = T |

2"y = (zy)"
| o |
| =G |

£}
=
3
I
8
S
3

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

www.gradivo.hr 19
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Znanstveni zapis realnog broja

Znanstveni zapis broja

Znanstveni zapis broja je zapis broja u obliku a - 10™, odnosno u obliku umnoska koeficijenta a i potencije s bazom

10.

Broj a ¢e po apsolutnoj vrijednosti uvijek biti broj vediili jednak 1 i manji od 10. Dakle, to je neki decimalni broj
izmedu 1i10iliizmedu —10i —1. Eksponent 7 je neki cijeli broj.

Dakle, znanstveni zapis broja je

1053.=1.053-10°

3

35078.345 = 35078345 - 10°

4

000064853 =6.4853-10"

-4

302.-10*=302-10°

2

Oprez! Broj 705 - 103 nije zapisan u znanstvenom obliku jer koeficijent 705 nije broj koji je po apsolutnoj vrijednosti
izmedu 1 10. Znanstveni zapis tog broja bi bio 7.05 - 10°.

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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ALGEBARSKI IZRAZI

Algebarski izrazi

Algebarski izraz su "matematicke recenice" koje nastaju od brojeva (konstanti), slova (varijabli), racunskih operacija
i zagrada.

Clanove algebarskih izraza odvajamo plusom ili minusom. Ako dvije ili vi§e stvari mnozimo i/ili dijelimo, to smatramo
kao jedan &lan.

Jednoclani algebarski izraz se zove monom, dvoclani binom, a troclani trinom.

3x*y? +10x + a®r*?
1 &lan «—— _ > 3.¢lan
=

2. Clan

Osnovne formule

www.gradivo.hr 21
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Faktorizacija

Faktorizacija ili rastavljanje na faktore (na izraze koji se mnoze) je postupak kojim neki matematicki izraz
zapisujemo u obliku umnoska. Moze se provesti na dva nacina:

1. rastavljanje po formuli - svaku od gornjih formula mozemo primijeniti u drugu stranu, s desna na lijevo

2. izluCivanje - u izrazu nademo najveci dio koji je sadrzan u svakom ¢lanu izraza, njega izlu¢imo ispred zagrade, a u
zagradi napiSemo $to ostane od izraza kada svaki njegov ¢lan podijelimo s onim $to smo izludili

kvadrat razlike

) X ) a? = 4x?2 a = 2x )
4x° - 12xy + Qy° = , —> = (2x - 3y)

10x* - 2x3y + 4x° = 2x*(5x* - xy + 2)

/NN LN

2x2  5x22x2 XYy 2x2 2

Vrijednost algebarskog izraza

Racunanje vrijednosti algebarskog izraza provodi se tako da zadano slovo (varijablu) zamijenimo brojem koji je
dodijeljen toj varijabli, kada god na nju naidemo.

2x + 7=7
2'5+7=10+7 =17
X =05

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza

Zbrajati i oduzimati mozemo samo ¢lanove koji imaju sva identi¢na slova (varijable) u svom zapisu. Postupak se
provodi u dva koraka:

1. zbrojimo ili oduzmemo brojeve koji se nalaze u nasim ¢lanovima, ispred slova

22 www.gradivo.hr
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2. na tqgj rezultat samo nalijepimo slova koja su stajala u ¢lanovima koje smo zbrajali ili oduzimali

5x + 10x = 15x 10x - 5x = 5x
S

5+10=15 10-5=5

Mnozenje i dijeljenje algebarskih izraza

Mnoziti i dijeliti mozemo bilo koje algebarske izraze. Razlikujemo dva slu¢aja - kada radimo s jednoclanim izrazima ili
kada je barem jedan od izraza viseclan.

Postupak za prvi slucgj se, slicno kao i kod zbrajanja, sastoji od dva koraka:

1. pomnozimo ili podijelimo brojeve koji se nalaze ispred slova u ¢lanovima s kojima radimo
2. pomnozimo ili podijelimo ista slova, odnosno potencije s istom bazom, na nacin kako se mnoze ili dijele potencije
(slovo prepisemo, a eksponente zbrojimo ili oduzmemo).

3x+12x = 36x? 24x3y : 8x? = 3xy
N N

3-12 = 36 24:8 =3

U drugom slu¢aju, ako imamo samo jedan ¢lan koji mnozi ili dijeli zagradu, onda ga mnozimo/dijelimo sa svakim
¢lanom zagrade posebno. Pazimo na predznake!

Mnozenje zagrada radimo po principu "svaki sa svakim", gdje svaki ¢lan prve zagrade posebno mnozimo sa svakim
¢lanom druge zagrade. Ponovno, pazimo na predznake!

(2a - 3b)(ax + 2) = 2a°x + 4a - 3abx - 6b

W

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Algebarski razlomci

Algebarski razlomci su razlomci koji i u brojniku i u nazivniku imaju algebarske izraze.

Vrijednost algebarskog razlomka rac¢unamo isto kao i kod obi¢nih algebarskih izraza, svako pojavljivanje slova
(varijable) u razlomku zamijenimo brojem koiji je dodijeljen varijabli.

Skracivanje algebarskih razlomaka

Algebarske razlomke mozemo kratiti ako su i brojnik i nazivnik zapisani u obliku umnoska te ako brojnik i nazivnik
imaju neki dio koji se mnozi, isti.

Bitno je zapamtiti da, ako su neka dva ¢lana algebarskog razlomka povezana plusom ili minusom, njih gledamo kao
jednu, nerazdvojnu cjelinu. Dakle, smijemo kratiti samo ¢lanove koji su medusobno povezani mnozenjem.

(3x + 5) (2 + 5x) 3x + 5
(2 +5x)(2x + 1) 2x + 1

x?(2x + 3) x*(2x + 3)

N (x + 2) X+ 2

X -3 1
(x + 2)(x~-3) X + 2
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Mnozenje i dijeljenje algebarskih razlomaka

Algebarske razlomke mnozimo kao i obi¢ne razlomke, brojnike sa brojnicima, a nazivnike sa nazivnicima. Lakse
pamtimo kao "gorniji s gornjim, donji s donjim".

Dijelimo isto kao i obi¢ne razlomke, drugi razlomak obrnemo i onda pomnozimo s prvim.

Takoder, prije mnozenja skratimo ako je moguce, bilo koji ¢lan koji je gore u bilo kojem razlomku moZzemo kratiti s
istim ¢lanom koji se nalazi dolje u bilo kojem razlomku.

-+~

5x + 8 2%+ 35 5x + 8
2%+ 5 /x + 1 /x + 1

x+2.x+2 ¥ A2 4x - 3 4x - 3

ox +1 4x-3 2x+1 x+7 ox + 1

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih razlomaka

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih razlomaka provodi se u 4 koraka.
1. korak - Faktoriziramo nazivnike svih razlomaka s kojima radimo.

2. korak - U novom redu napravimo veliku razlomacku crtu i odredimo najmaniji zajednicki nazivnik, na sliededi
nacin: prepiSemo sve §to piSe u nazivniku prvog razlomka, zatim od nazivnika drugog razlomka prepiSemo samo
dijelove koji nedostaju novom, velikom razlomku. Postupak ponavljamo za svaki razlomak koji zbrajamo ili
oduzimamo.

3. korak - Podijelimo novi, veliki nazivnik s nazivnikom prvog razlomka, odnosno od velikog razlomka uzmemo
dijelove koje prvi razlomak nema te ih pomnozimo s brojnikom tj. s onime $to piSe gore u razlomku. PrepiSemo plus ili
minus koji se nalazio iza razlomka kojeg smo gledali. Postupak ponavljomo za svaki razlomak koji zbrajamo ili
oduzimamo.

4. korak - Sredimo brojnik, odnosno pomnozimo, zbrojimo i oduzmemo sve §to mozemo u gornjem dijelu novog,
velikog razlomka.
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2 X 2 X
+ = +

x+1 -1 x+1 (x-Dx+1

2:(x - 1) + x-1 3x - 2
(x + D(x - 1) (x + D(x - 1)

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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LINEARNE JEDNADZBE | NEJEDNADZBE

Intervali

Usporedivanje brojeva
Ako se broj a nalazi desno od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a veéi od broja b $to zapisujemo kao a > b.

Ako se broj a nalazi liievo od broja b na brojevnom pravcu, onda je broj a maniji od broja b §to zapisujemo kao
a <b.

Intervali

Interval je skup svih brojeva koji se nalaze izmedu neka dva poznata broja ili skup svih brojeva vecih/manijin od
nekog poznatog broja.

Za prikaz intervala sluzimo se posebnim zagradama: {, ), [, |-
Otvorene, Siljaste ili Spicaste zagrade ( i > koristimo kada ne zelimo ukljuciti broj koji se nalazi uz njih.
Zatvorene ili uglate zagrade [ i ] koristimo kada zelimo ukljuciti broj koji se nalazi uz njih.

Uz pomo¢ intervala prikazujemo i rieSenja nejednadzbi. Razlikujemo tri slu€aja: otvorene, zatvorene i poluotvorene
intervale.
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a<x<b (a,b)

a<x - b <a,b]

Unija i presjek intervala

a b

A A A A

2 -1 0 1 2

a b
s

2 -1 0 12

a b
e man S

2 -1 0 12

Unija dva intervala je interval koji sadrzi sve brojeve koji su se nalazili u bilo kojem intervalu, dakle bilo §to iz prvog

intervala ili bilo $to iz drugog intervala.

Presjek dva intervala je interval koji sadrzi samo one brojeve kaoji su se nalazili u oba intervala, dakle ono §to se

nalazilo i u prvom i u drugom intervalu.

presjek

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!

Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Linearne jednadzbe

Linearna jednadzba je jednadzba oblika a -  + b = 0 gdje je a razli¢it od 0. Jo$ se koristi naziv "jedna jednadzba s
jednom nepoznanicom".

Rijesiti jednadzbu znaci odrediti sve brojeve x tako da uvr§tavanjem tih vrijednosti umjesto x-a, dobijemo nekakvu
istinu, odnosno da lijeva i desna strana jednadzbe budu jednake. Takve z-eve zovemo rieSenje jednadzbe.

Broj rjeSenja linearne jednadzbe

Linearna jednadzba moze imati jedno, nijedno ili beskonaéno mnogo rjesenja.

Jednadzba ima jedno rjeSenje ako rieSavanjem jednadzbe za x dobijemo to€no neki odredeni broj.

JednadZba nema rijes$enja ako riedavanjem dodemo do nekog izraza koji nikada nije istina. Takvi izrazi su oblika 0 -
x = b gdje je b bilo koji broj razligit od 0.

Jednadzba ima beskona¢no mnogo riesenja ako je zadnji izraz do kojeg dodemo oblika 0 - = 0.

S5x = 6 Ox = 4 Ox =0
\Z v \2
jedno rjeSenje nema rjesenja beskonacno mnogo
rjeSenja

Postupak rjeSavanja linearne jednadzbe

Svaku lineranu jednadzbu mozemo rijesiti u 4 koraka.

1. korak - Rijesimo se svih zagrada i razlomaka (pomnozimo jednadzbu sa najmanjim zajednic¢kim nazivnikom).
2. korak - Sve nepoznanice stavimo na lijevu stranu, a sve brojeve na desnu.

3. korak - Posebno zbrojimo i oduzmemo sve nepoznanice s lijeve strane i posebno sve brojeve s desne strane.

4. korak - Podijelimo cijelu jednadzbu s bilo ¢im $to stoji ispred nepoznanice, tj. s brojem koji stoji ispred
nepoznanice.
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- 2X
1. korak: —7— =9 + x/@

2. korak: -2x = 63 + 7x

3. korak: -2X - 7x = 63

X
Il
1

~N

>

4. korak: -9x = 63 /

Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima

Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima rieSavamo isto kao i obi¢ne linearne jednadzbe. Razlika je samo u trenutku
kada se Zelimo osloboditi apsolutnih vrijednosti.

Postupak pri oslobadanju je sliededi:

1. JednadzZbu rastavimo na dva slu¢aja: u prvom slu¢aju samo maknemo apsolutne vrijednosti, a u drugom slu¢aju ih
pretvorimo u zagrade i stavimo minus ispred novonastale zagrade.

2. Svaki sluc¢aj rieSavamo kao novi zadatak, tj. kao posebnu jednadzbu.

3. RjeSenje pocetne jednadzbe je svako rjieSenje do kojeg dodemo ovim nacinom.

Ix + 2] =9
/ \\
Xx+2=9 -x+2) =9
X =7 x =-11

Izrazavanje jedne veli¢ine s pomocu drugih u jednakosti

Ako Zelimo iz jednakosti izraziti jednu veli¢inu s pomocu drugih, zapravo radimo racunske operacije nakon kojin ¢e
na lijevoj strani ostati samo veli¢ina (nepoznanica/slovo) koje Zelimo izraziti, a sve ostalo ¢e biti na desnoj strani.
Pokazimo na primjeru.
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Iz jednadzbe a = % izrazimo veliginu b:

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Linearne nejednadzbe

Postupak rieSavanja linearnih nejednadzbi isti je kao i kod linearnih jednadzbi, sve do trenutka kada mnozimo ili
dijelimo jednadzbu negativnim brojem. Tada ¢emo, osim §to ¢emo lijevu i desnu stranu pomnozZiti/podijeliti tim
brojem, okrenuti znak nejednakosti u drugu stranu. Sve ostalo je u potpunosti isto.

—2x=6/.7 —2x<6/.7
7 7

2 =42 /:(-2) 2x <42 /(-2

negativan

x = -21 X@— 21 predznak

“--- obrnuti znak

Prikaz rjeSenja linearnih nejednadzbi
Rjesenja linearnih nejednadzbi mozemo prikazati na tri nacina: preko nejednakosti gdje je £ sam na lijevoj strani,
preko intervala ili grafi¢ki preko pravca.

Treci nacin prikaza rjeSenja je graficki, na brojevnom pravcu. Nakon §to nacrtamo brojevni pravac, podebljiamo ili
obojamo dio pravca koji odgovara nasem rjesenju.

[ 4w L Lo
Ve ey m

x> 2 (2,+o0) e

tri nacina za prikazati isto rjeSenje

Sustav linearnih nejednadzbi

Sustavi nejednadzbi rieSavaju se tako da:

1. svaku od nejednadzbi rijeSimo zasebno
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2. na istom brojevnom pravcu oznacimo rjedenja svake nejednadzbe razliCitim bojamai ili crticama okrenutima u
drugu stranu

3. nase konacno rjeSenje Ce biti presjek ova dva rjeSenja, odnosno onaj dio brojevnog pravca gdje se nalaze obje
boje ili gdje se crtice sijeku

rjeSenje

Lo NP kS

1. nejednadzbe: X'=3 -1 012 3 45
o - ——>
rjeSenje

2. nejednadzbe: X 1 1,+CO> 1 0 1 2 3 4 5
konaéno A T T N 9‘ e
rjeSenje: 1 x=<3 1’ 3>

-1 012 3 45

Nejednadzbe s apsolutnim vrijednostima
Razlikujemo dvije vrste nejednadzbi s apsolutnim vrijednostima.
1. slucaj, x| < a:

+ Akoje a < 0, nejednadzba || < a nema riesenja.

« Akoje a = Orjesenjeje x = 0.

- Ako je a > 0, rijeSenje nejednadzbe |:B| < a zapisujemo na jedan od tri nacina (odnosno rieSavamo se apsolutne
vrijednosti):

—a<z<a i (z>—-aiz<a) i z€[—a,al
2. slucq;j, |x| > a:
« Ako je a < 0, rjedenje nejednadzbe \;U| > a su svi realni brojevi .

- Ako je a > 0, riesenje nejednadzbe |x| > a zapisujemo na jedan od sliedeéih nagina: (z < —ailiz > a) li
z € (—o0,—a| U [a, 00).

[=] 47 =]
[=] 2

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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KOORDINATNI SUSTAV

Kartezijev koordinatni sustav

Uredeni par je par elemenata u kojem se toc¢no zna koji je element na prvom mjestu, a koji na drugom. Oznaka je
(a,b). Tada je prvi element a, a drugi element b.

Kartezijev koordinatni sustav u ravnini (ili samo koordinatni sustav) se sastoji od svih uredenih parova gdje su i prvi i
drugi element realni brojevi. Svaki takav uredeni par odreduje to¢no jednu tocku u koordinatnom sustavu. Kazemo
da to¢ka T ima koordinate (z, y) i pisemo T'(z, y). Broj  je apscisa to¢ke T', a y je ordinata tocke T'.

TocCke u ravnini smjeStamo u odnosu na dva okomita pravca koje zovemo koordinatne osi. Vodoravnu os nazivamo
os z ili os apscisa. Vertikalnu os nazivamo os ¥ ili os ordinata. Sjeciste koordinatnih osi zovemo ishodiste
koordinatnog sustava.

Koordinatne osi dijele ravninu na Cetiri dijela te tako imamo Cetiri kvadranta. Kvadrante karakteriziraju predznaci
koordinata njihovih to¢aka.

II. kvadarnt . A I. kvadrant
=, y) 1 %, y)
y-os - B
(os ordinata)
T T(6, 4
. . ©6, 4)
|
|
| X
: -
i P, 6
e 1 ishodiste (O, 0)
(os apscisa) 1
%, -y) (%, -Y)
III. kvadrant IV. kvadrant

Kada Zelimo nacrtati neku to¢ku u koordinatnom sustavu, prvo na x-osi nademo prvu koordinatu, odnosno prvi broj
u zagradi, te tocke. Povucemo okomitu isprekidanu liniju koja izlazi iz te tocke. Zatim na y-osi nademo drugu
koordinatu tj. drugi broj iz zagrade i iz njega povu¢emo isto tako okomitu, iscrtkanu liniju. Nasa tocka se nalazi na
sjecistu tih iscrtkanih linija.
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Crtamo tocku T4, -2)

IN
nademo 4 na x-osi
1t :::'/'
X
t + - >
1 01 :
nademo -2 na y-osi &l i
Seents _2 B ;
T4, -2)

Koordinate toCke nacrtane u koordinatnom sustavu ocitavamo postupkom obrnutim od crtanja toCke. 1z tocke
povuc¢emo okomitu liniju na z-os i pro€itamo prvu koordinatu, a zatim okomitu liniju na y-os te procitamo drugu
koordinatu.
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Ocitavamo koordinate tocke T

IN
T
O 2 \ zatim ocitamo
i N " koordinatu na y-osi
| x
>
-1 01
11
prvo procitamo gdje
SMo na x-osi IO 2)

Udaljenost to¢aka u koordinatnom sustavu

Udaljenost tocaka A(z1, z2) i B(x3, y2) racuna se formulom:

Poloviste duzine

Poloviste duzine AB, gdjeje A (x1,y1) i B (22, y2), 0znagavamo s P i njezine koordinate (zp, yp) raunamo kao:

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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LINEARNA FUNKCIJA

Linearna funkcija

Opcenito o funkciji

Opcenito, funkcija je preslikavanje sa skupa D u skup K takvo da se svaki element skupa D preslika u neki
element skupa K. Ako se jedan element iz D preslikava u 2 ili vise elemenata skupa K, onda to nije funkcija. Skup
D zovemo domena funkcije, a skup K kodomena funkcije. Provjeru je li neki graf funkcija ili nije, radimo uz pomoé
vertikalnog testa. Ako uspijemo naci uspravni pravac koji sijece graf u 2 ili vise tocke, onda to nije funkcija. Ako
svaki takav pravac sijece graf uvijek u samo jednoj tocki, onda je to graf funkcije.

N\
\

uvijek samo P
sijeCe dva puta

jednom sijece

funkcija

A N ) "
\\ / hije funkcija

Funkciju takoder mozemo zamisljati kao "crnu kutiju" koja radi po nekakvom pravilu. Nakon §to u nju ubacimo broj,
ona po zadanom pravilu nesto napravi s tim brojem i rezultat izbaci van.

Ako sa f oznagimo nadu funkciju, tada pridruZivanje broja & broju y ozna¢avamo s f(a:) = y. Broj x zovemo
argument funckije, a y vrijednost funkcije.
Svaka funkcija je zadana svojom domenom, kodomenom i pravilom pridruzivanja.

Slika funkcije je skup svih vrijednosti koje funkcija moze poprimiti, odnosno skup svih brojeva koje funkcija moze
izbaciti. To c¢emo gledati kao sve y-e koje mozemo dobiti. Oznaka za sliku je Im.
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Zamislimo da “spljostimo”
funkciju na y-os
i pogledarno $to

e sve biti obojano

U ovom slucaju obojali bi
sve brojeve od minus beskonacno
pa do najviseg dijela funkcije
- taj interval bi bila slika

Vidimo da bi obojali cijelu y-os
pa je slika funkcije cijeli R

Funkcija je injekcija ako se svaki  preslika u svoj, drugadiji y tj. ako ne postoje dva x-a za koja ¢e funkcija izbaciti

istu vrijednost. Injektivnost se provjerava horizontalnim testom. Sli¢no kao i vertikalni test, ako vodoravni pravac
sijeCe funkciju u dvije ili viSe toCkaka, nije injekcija, a u suprotnom jest.

40
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IN
uvijek samo ok d
jednom sijece , Sljece dva puta
E \"."/\ e <\
horizontalni test
X
injekcija 7 N
\ /"7
nije injekcija

Linearna funkcija

Funkciju zadanu pravilom f(m) = a -z + bgdje suaibnekirealni brojeviia # 0 nazivamo linearnom funkcijom.
Broj a se zove koeficijent smjera (nagib pravca), a b je odsjecak na osi'y.

U linearnoj funkciji, umjesto a i b bi trebali stajati brojevi, a x i f(a:) (odnosno y) ostaju slova.

Broj a, nagib pravca ili koeficijent smjera, odreduje koliko je pravac nagnut - strm ili blag. Sto je a vedi po svojoj
vrijednosti, to je pravac strmiji.

Broj b, odsjedak na osi y, predstavlja mjesto gdje pravac udara y-os. To je dakle broj na kojem vidimo da pravac
sijeCe y-os.

Nulto&ka linearne funkcije je broj x koji dobijemo riedavanjem jednadzbe ax + b = 0.

Graf svake linearne funkcije je pravac. Za pravac ¢emo reci da raste, ako gledajuéi s lijeva na desno, idemo sve
vi§e i viSe. U tom sluéaju je a > 0. Obrnuto, ako s lijeva na desno pravac izgleda kao da se spusta, reé¢i éemo da
padaitadajea < 0.
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~odsjeEO(k
‘naosiy

nultoCka .
: - hultocka

>

a>0 <O
raste A pada N\

Nagib pravca

Nagib pravca, odnosno koeficijent smjera, nam je jako bitan. Govori nam koliko brzo neki pravac ide prema gore ili
prema dolje. Ako ga zelimo iS¢€itati iz slike pravca, to mozemo vrlo jednostavno napraviti. Trebaju nam samo dvije
"lijepe" tocke.

Kre¢emo od lijeve od te dvije tocke i gledamo koliko moramo i¢i dolje ili gore da dodemo do razine druge tocke.
Naravno, ako se pomi¢emo dolje, stavljamo minus ispred broja, a ako idemo gore, ne stavljamo nista. Taj broj ¢e ici
gore u razlomak odnosno u brojnik. Nazivnik tj. donji broj u razlomku ¢e biti pomak od lijeve tocke do desne,
odnosno koliko nam koraka treba u desno da dodemo do njezine razine. Dakle, a ¢e biti jednak razlomku koji
nastane iz ova dva broja.
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Odredivanje nagiba pravca

spustili smo
seza 4

ST

idemou -
desno za

Crtanje grafa linearne funkcije

B¢, -2)

Znamo da je graf linearne funkcije pravac. Svaki pravac je odreden s dvije tocke pa nam je zapravo dovoljno nadi
samo dvije tocke koje zadovoljavaju pocetnu funkciju i odmah mozemo nacrtati pravac.

Tocke nalazimo tako da za & odaberemo neki broj i za njega izracunamo koliki ¢e biti y. Te dvije vrijednosti skupa

odreduju jednu to¢ku. Postupak ponovimo jo$ jednom i imamo dvije toCke kroz koje povuéemo pravac.

Ovaj postupak mozemo lijepo napraviti preko tablice kako je pokazano na slici dolje.
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Crtnje pravca

B(1, 3)

/ AQ©, 1)
1 3 : : : : : : : >x

Posebni pravci su takozvani horizontalni i vertikalni pravci.

Horizontalni pravac je oblika y = b, gdje je b neki broj. On je paralelan s z-osi, tj. osi apscisa.
Vertikalni pravac je oblika £ = ¢, gdje je ¢ neki broj. On je paralelan s y-osi, tj. osi ordinata.

44 www.gradivo.hr



Online skripta

V.

Graf funkcije apsolutne vrijednosti
Graf apsolutne vrijednosti y = |z| crtamo tako da:
1. nacrtamo graof funkcijey =

2. dio funkcije koji se nalazi iznad x-osi ostaje nepromijenjen, a dio funkcije ispod x-osi prebacimo iznad x-osi tj.

zrcalimo s obzirom na x-os jer funkcija apsolutne vrijednosti svaku negativnu vrijednost pretvara u pozitivnu istog

apsolutnog iznosa.
Na taj nacin ¢emo dobiti graf funkcije y = |z|.

Graf funkcije y = |z| jednakje grafuy = x zax > Oigrafuy = —zzaz < 0.

www.gradivo.hr
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V.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Sustav linearnih jednadzbi

Linearna jednadzba s dvije nepoznanice je jednadzba oblika ax + by + ¢ = 0, gdje su i y nepoznanice,a a, bic
neki brojevi. Inace, svaka takva jednadzba ima beskonacno mnogo rjesenja.

Medutim, ako dodamo jos jednu jednadzbu s dvije nepoznanice dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije
nepoznanice koji moze imati jedno, nijedno ili beskona¢no mnogo rjesenja.

RjeSenje sustava linearnih jednadzbi je svaki par brojeva (:13, y) koji zadovoljava obje jednadzbe kada se brojevi x i

Y ubace u njih.

RjesSavanje sustava dviju jednadzbi s dvije nepoznanice

Imamo dvije metode: metoda supstitucije i metoda suprotnih koeficijenata.

Metoda supstitucije

U ovoj metodi, Zzelimo “izraziti” jednu nepoznanicu pomocu druge. Drugim rijeCima, zelimo na jednoj strani bilo koje
jednadzbe sustava dobiti da piSe samo jedna nepoznanica, a da je sve ostalo na drugoj strani.

Nakon toga, u drugu jednadzbu, onu koju nismo dirali za sad, umjesto nepoznanice iz prvog dijela koja je sama na
jednoj strani, ubacimo izraz kojem je ona jednaka. Na taj nacin dobijemo obi¢nu linearnu jednadzbu koju znamo
rijesiti.

2x +y=3 —> y=3-2x
V
x-2y=1 <«

ubacimo umijesto
y u drugoj jednadzbi

Metoda suprotnih koeficijenata

U ovoj metodi je bitno da za pocetak uredno napiSemo dvije zadane jednadzbe jednu ispod druge, odnosno
nepoznanicu ispod istoimene nepoznanice. Cilj ove metode je namjestiti suprotne brojeve ispred jedne od
nepoznanica tj. namjestiti tako da u obje jednadzbe ispred iste nepoznanice staji isti broj, samo s drugim
predznakom. Nakon toga, te nepoznanice prekrizimo, a sve ostalo prepiSemo u novu jednadzbu, tako da ono §to je
bilo lijevo ostaje lijevo, a sve §to je bilo na desnoj strani, ostaje desno.
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(2x +3y =1 /-2

4 R

3x -2y = 8 /~3

,.

*4x+6'g=2 2.0 +3y=1
|9 - By = 24 y =1

4x + Ox = 2 + 24

Neki tvrde da postoji i metoda komparacije, no to je samo metoda supstitucije sa vise koraka. :)

Broj rjeSenja

Vidjeli smo primjere gdje smo dobili to€¢no jedno rjeSenje za x i jedno rjeSenje za y. Medutim rekli smo da sustavi
linearnih jednadzbi mogu imati i beskonacno rjesSenja ili Cak niti jedno. Te slucajeve prepoznajemo na sljededi nacin:

+ Ako tijekom riesavanja jedne jednadZbe dodemo do izraza koji ne sadrzi nepoznanice (odnosno sve nepoznanice
se poniste ili pise npr. 0x) i taj izraz je istinit (npr. 0 = 0), to znaci da sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.

« Ako tijekom rjeSavanja jedne jednadzbe dodemo do neke neistine, neke "gluposti’ kao npr. 0 = 1, mozemo
odmah stati. Taj sustav nema rjeenja. Tu se nepoznanice isto tako poniste, odnosno nemamo ih ili pide npr. 0.
Grafiéko rjesavanje

Linearna jednadzba s dvije nepoznanice je pravac.
Dvije linearne jednadzZbe s dvije nepoznanice su dva pravca. Sto se tice rieSenja, prisjetimo se kako se mogu
odnositi dva pravca u ravnini.
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P P2 Py P2
P,
/p2

pravci se sijeku pravci su paralelni pravci se podudaraju

(isti su)

Onda isto vrijedi i za sustave linearnih jednadzbi. Mogu imati jedno rieSenje (pravci se sijeku), niti jedno riesenje
(pravci su paralelni) ili beskona¢no mnogo riesenja (pravci se podudaraiju).

Graficko rieSavanje sustava dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice radit ¢emo upravo tako da nacrtamo dva
pravca koji su zadani preko jednadzbi i pogledamo kako se oni odnose. Dovoljno je napisati odgovor rije€¢ima, samo
u slu€aju kada se sijeku jos trebamo i ocCitati tocku u kojoj se sijeku.

Yn

=x+3
/ rjeSenje je toka u
©, 3) f =

=" kojoj se pravci sijeku

x=0,y=3

X
N
r
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Svida ti se sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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TROKUTI

Trokut

Trokut A ABC je dio ravnine odmeden duzinama AB, BC'i C' A. To¢ke A, B i C' se zovu vrhovi trokuta, duzine
AB, BCi CA su stranice, a a, B i~y su unutarniji kutevi trokuta.

Vrste trokuta

Obzirom na duljine stranica u trokutu, razlikujemo 3 trokuta: jednakostrani¢ni (sve stranice su jednake duljine),
jednakokracni (dvije stranice su jednake duljine) i raznostranicni (sve stranice su razlicite duljine).

A
a a
B
B a C '
B N C
tri iste stranice dvije iste stranice sve stranice razlicite
tri ista kuta dva ista kuta svi kutevi razliciti

www.gradivo.hr 51



C gradivo.hr

Obzirom na veli¢ine kuteva, opet imamo 3 vrste: pravokutni (ima jedan pravi kut), Siljastokutni (svi kutevi su Siljasti) i
tupokutni (ima jedan tupi kut).

_ tupi kut
" (vedi od 90°)

svi kutevi su Siljasti B
(manji od 90°)

C

pravokutni trokut Siljastokutni trokut tupokutni trokut

Svojstva trokuta

+ Zbroj duljina bilo koje dvije stranice trokuta mora biti ve¢i od duljine trece stranice trokuta (nejednakost trokuta).
« Zbroj unutarnjih kuteva u trokutu iznosi 180°.
- Sto je kut vedi, nasuprotna stranica je duza. Sto je stranica trokuta duza, to je nasuprotni kut vedi.

- Vanjski kutovi trokuta su kutevi koji se nalaze uz unutarnje kuteve, a radunaju se kao o = 180° — o, 8/ =

180° — Biv' = 180° — . (pogledajte prvu sliku)
« Zbroj vanjskih kutova trokuta iznosi 360°.
- Opseg trokuta je zbroj svih stranica tog trokuta, odnosno O = a + b + ¢, gdje su a, bi ¢ stranice trokuta.

- Svaki trokut ima tri visine. Visina je okomica iz vrha trokuta na nasuprotnu stranicu.

a-v,
2 ’

« Povréina trokuta raduna se formulom P = gdje je a bilo koja stranica trokuta, a v, visina na tu stranicu.
Jos neke formule za povrsinu trokuta:
- Heronova formula: P = /s - (s —a) - (s — b) - (s — ¢) gdje je s poluopseg odnosno s =

-P=r.s= i_lz)g’ gdje je r srediste trokutu upisane kruznice, a R srediste opisane kruznice

a+b+c
2

Q
_|_
=
_|_
2
I
—
(09)
<

Q\
_I_
x°
_|_
\Q\
I
w
>
S

O
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<
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o
[~
S

Karakteristiche tocke trokuta

- sredi$te opisane kruznice - to¢ka u kojoj se sijeku simetrale stranica trokuta. Simetrala duzine je pravac okomit
na tu duzinu koji prolazi njezinim polovistem.

S - srediSte opisane kruznice

- sjeciSte simetrala stranica

« srediste upisane kruznice - tocka u kojoj se sijeku simetrale unutarnjih kutova trokuta. Simetrala kuta je
polupravac, s poc¢etkom u vrhu kuta, koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.
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S - srediSte upisane kruZznice

- sjeciste simetrala kuteva

- teziSte - tocka u kojoj se sijeku tezisnice trokuta. TeziSnica je duzina koja spaja vrh trokuta s polovistem
nasuprotne stranice. Teziste dijeli teziSnicu u omjeru 2:1 gledajuci od vrha trokuta.

T - teziste
- sjeciSte tezZisnica

TeZiste dijeli svaku teZiSnicu u
omjeru 2:1 gledajudi od vrha.

- ortocentar - toCka u kojoj se sijeku pravci na kojima leze visine trokuta
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O - ortocentar

- sjeciste visina

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Pravokutni trokut

Pravokutni trokut je trokut koji ima jedan pravi kut. To odmah povlacéi da je zbroj druga dva kuta 90°. Stranice uz
pravi kut se zovu katete, a stranica nasuprot pravom kutu, najduza stranica, se zove hipotenuza.

Kako su katete okomite, povrsina pravokutnog trokuta se moze radunati i prema sliedeéoj formuli, gdje sua i b

katete:

)

; _ ab
P=%
Pitagorin poucak
B
a ¢ a2 + 2 — C2
]
C A
5 a’? +b? = c?
Talesov poucak
C
Kut nad promjerom
kruZnice je pravi kut.
A S B

Isto tako, hipotenuza pravokutnog

trokuta je promjer neke kruznice.
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Euklidov pouc¢ak

b=ca
q V=ﬁq—

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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Kut

Dva su kuta sukuti ili susjedni kutovi ako imaju jedan zajednicki krak, a drugi su im kraci suprotni polupravci istog
pravca. Takvi kutovi zajedno Cine ispruzeni kut.

a+ =180°

Dva su kuta komplementarna ako zajedno &ine pravi kut odnosno ako zbroju iznose 90°.

a+ =90°

Dva su kuta suplementarna ako u zbroju iznose 180 °. Suplementarni kutovi mogu, ali i ne moraju biti sukuti.
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a+ =180°

Dva su kuta sukladna ako imaju istu mjeru.

@]
n
<<

I

Kutovi s paralelnim kracima

Ako dva kuta imaju paralelne krakove, tada su oni ili sukladni ili suplementarni.

www.gradivo.hr
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Al

a=f a+ =180°

Kutovi s okomitim kracima

Ako dva kuta imaju okomite krakove, tada su oni ili sukladni ili suplementarni.

s

]

a=f a+ =180°

Poucak o vr$nim kutovima

Dva pravca koja se sijeku odreduju dva para medusobno sukladnih kutova.
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Te sukladne kutove zovemo vrdnim kutovima. Dakle, vréni kutovi su kutovi jednakih veliCina koji imaju zajednicki vrh,
a kraci su im suprotni polupravci istog pravca.

Poucak o kutovima uz transverzalu

Neka su p i g paralelni pravci i neka je t (transverzala) pravac koiji sijece te paralelne pravce. Pravac t s pravcima p
i @ odreduje sukladne kutove.
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[=] 47 =]
[=] 2.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Trigonometrija u pravokutnom trokutu

Trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu ¢emo raditi uzimajuci u obzir polozaj stranica u odnosu na neki
Siljasti kut, dakle nikad ne gledamo u odnosu na pravi kut.

Hipotenuza je najduza stranica u trokutu, nalazi se nasuprot pravom kutu.
Prilezec¢a kateta je ona koja se nalazi uz kut, a da nije hipotenuza.

Nasuprotna kateta je stranica nasuprot kutu kojeg gledamo, ona i kut se nikako "ne dodiruju”.

\—> c TN\

hipotenuza

N (87

b
prileZeca kateta\/ sve gledamo u

odnosu na kut v

Trigonometrijski omjeri

Sinus je omjer nasuprotne katete i hipotenuze. Za kut a, oznaka je sin a.
Kosinus je omjer prilezece katete i hipotenuze. Za kut a, oznaka je cos a.
Tangens je omjer nasuprotne i prilezece katete. Za kut &, oznaka je tg a.

Kotangens je omjer prilezece i nasuprotne katete. Za kut &, oznaka je ctg o
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sin (= - = —
) hipotenuza c
hipotenuza
\_ ‘/ _ prilezeéak. b
> S cos v = hipotenuza ¢
fga= prileZzeéa k. )
-
T _7 b ; prilezeca k. b
prilezeca ateta\/ ctgtx= = -
i sina = 2
i c
i cosa = 2
i c
E _a
| tga = 3
5 _b
| ctgo = -

Tablica najé¢escih kuteva i vrijednosti trigonometrijskih funkcija za njih.
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30° | 45° | 60°

sin % % »/?3_
cos | B3 2 1
2 2 2

tg ?3 1 | 3
ct 3
g |z 1 3

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!

www.gradivo.hr 65


https://gradivo.hr/online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika+b
https://gradivo.hr/online-pripreme-za-maturu/?utm_source=skripta&utm_medium=banner&utm_campaign=matematika+b

C gradivo.hr

Sukladnost i slichost

Talesov teorem o proporcionalnosti duzina

Ako krakove nekog kuta presjeCemo paralelnim pravcima, duzine koje dobijemo na jednom kraku proporcionalne
su duzinama koje dobijemo na drugom kraku. Vrijedi i obratno.

s VAl _ [VA| [AB| _ |AB\| VAl _ |44
s VB| — VB VA — VAl VBl — |BB

Poucak o simetrali kuta

Simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih dviju stranica.

o | w
I
0 x|A

X
Il

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
1
\
\
'

Sukladnost trokuta

Dva su trokuta, ili opéenito dva geometrijska lika, sukladna ako jedan mozemo dovesti u drugi tako da se potpuno
poklapaju. Drugim rije¢ima, ako su isti, ali na drugom mjestu u prostoru. Za odrediti sukladnost trokuta koristimo 3

poucka, ovisno o elementima koji su isti u oba trokuta. Ako su stranice i/ili kutevi iz poucaka isti, onda ¢e trokuti biti
sukladni. Za sukladnost dvaju trokuta je potrebno pronaci barem tri elementa u kojima se oni poklapaju.

+ S-K-S poucak: dvije stranice i kut izmedu njih su sukladni (isti)

» K-S-K poucak: jedna stranice i kutovi uz tu stranicu su sukladni
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+ S-S-S poucak: sve tri stranice su sukladne

ANANS

sukladni trokuti sukladni mnogokuti

Slicnost trokuta

Dva su trokuta sli¢na ako su im sva tri kuta istih veli¢ina. Drugim rije¢ima, ako likovi izgledaju "isto", ali je jedan vec¢a
ili manja verzija drugog.

Koeficijent sli¢nosti, oznake k, je omjer duljina odgovarajudih stranica, opsega, visina ili tezidnica. Kod povrsine k
moramo kvadrirati.

i _ |laB] _ |Bo] _ |ac] i
5 ~ JAB[ ~ [BC] T TAC|

| L= ¢ |
E G E
i A N T i
E Va (%) Ve E
| oty _ty _t |
: k= ta th  te :
i 2_ P i
| B = |

Za odrediti slicnost trokuta opet imamo 3 poucka koiji, ako su zadovoljeni uvjeti, potvrduju da su trokuti slicni.

+ S-S-S poucak: omjer duljina odgovarajucih stranica je isti za svaki par stranica iz ve¢eg i manjeg trokuta, odnosno
koeficijent sli¢nosti k je isti za svaki par stranica

+ K-K poucak: dva sukladna kuta u oba trokuta

+ S-K-S poucak: jedan kut sukladan, a stranice uz taj kut proporcionalne
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!

sliéni trokuti
NAABC ~ AABC’

istim bojama su oznaceni
odgovarajuéi kutevi i

stranice u ova dva trokuta

[=] 5 [=]

Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

[=] 343
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CETVEROKUTI

Kvadrat i pravokutnik

Pravokutnik je Cetverokut s 4 prava kuta.
Kvadrat je Cetverokut sa 4 prava kuta i 4 stranice jednake duljine.

Svojstva

Kako kvadrat ima 4 prava kuta, isto kao i svaki pravokutnik, zaklju¢ujemo da je kvadrat ujedno i pravokutnik.
Za pravokutnik i kvadrat vrijede odredena svojstva:
« svi unutarnji kutovi su pravi, tj. iznose 90°

- nasuprotne stranice jednakih su duljina

» nasuprotne stranice su paralelne

- dijagonale su jednakih duljina

- dijagonale se medusobno raspolavljaju

Za kvadrat, dodatno, vrijedi:

« sve stranice su iste duljine

- dijagonale se sijeku pod pravim kutom

Opseg i povrsina

I Oivadrat = 4a

S Oy —2a+2
I Posa
- Psri—a
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Pravokutni trokut u kvadratu i pravokutniku

U kvadratu i pravokutniku, pravokutne trokute dobivamo poviacenjem dijagonala.

Dodatno, u kvadratu pravokutne trokute dobivamo i ako povu¢emo obje dijagonale.

N o
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| _ b —a
i cosa = cosﬁ—d i
: tga =2 tgB=">2 i
s SX=p WP T s

Svida ti se sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Romb, paralelogram i trapez

Paralelogram

Paralelogram je Cetverokut kojemu su nasuprotne stranice paralelne. To ujedno znaci da su i pravokutnik i kvadrat
paralelogrami.

» Nasuprotne stranice paralelograma usporedne su i jednakih su duljina.
- Dijagonale paralelograma raspolavljaju se. Nisu jednake duljine.
» Nasuprotni kutevi paralelograma jednakih su veli¢ina.

« Susjedni kutevi paralelograma u zbroju daju 180°. Zbroj svih unutarnjih kuteva je 360°.

a
4
\
- n
a
! P=a-v, =ab-sina
i sina =cosy=7% ; cosa=siny =7

U formulama, e i f predstavljoju dijogonale paralelograma, a kut ( je manji kut izmedu dijagonala.

Romb

Romb je paralelogram kojemu su sve stranice jednake duljine.
- Kako je romb ujedno i paralelogram, za njega vrijede sva gornja svojstva.

- Dodatno, dijagonale se sijeku pod pravim kutem, pa su trokuti koji tako nastanu pravokutni, $to znac¢i da mozemo
koristiti Pitagoru i trigonometriju pravokutnog trokuta.
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a

a
i P:av:%
a B _ e/2 a B _ f/2
E sing =cosg = ~= ; cosg =sing =

—~
(CTR
~
)
+
/X
N[~
N———
o
I
S
o

Trapez

Trapez je Cetverokut s dvije usporedne nasuprotne stranice. One se nazivaju osnovice, a druge dvije stranice su
krakovi. Udaljenost izmedu dviju osnovica zove se visina.

« Zbroj kuteva uz krak trapeza je 180°. Zbroj svih unutarnjih kuteva trapeza je 360°.

- Posebna vrsta trapeza je takozvani jednakokracni trapez. Njegovi krakovi su jednakih duljina, a kutevi uz osnovice
jednakih veli¢ina.

« Drugi posebni slu€aj je pravokutni trapez koji ima dva prava kuta uz jedan od krakova. Onda je taj krak ujedno i
visina trapeza.

« Spustanjem visina iz krajeva krace osnovice, trapez dijelimo na pravokutnik i jedan ili dva pravokutna trokuta.
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/\)/
d v b
= o
a

E P = aftc .y E
: 2 i
! sina =cosy=7j7 ; cosa=siny= 7 i
: v? 4 2?2 = b? i
| o (50 = |

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "
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MNOGOKUTI

Mnogokuti

Mnogokut je bilo koji geometrijski lik s 3 ili vise vrhova, odnosno stranica.
Mnogokut se sastoji od jednakog broja vrhova, stranica i kutova.

Dijagonala mnogokuta je duzina koja spaja dva nesusjedna vrha mnogokuta. Imamo formulu za broj dijagonala iz
jednog vrha i formulu za ukupni broj dijagonala u mnogokutu.

Broj dijagonala iz jednog vrha u mnogokutu s n vrhova, oznaka je d,.

Ukupan broj dijagonala u mnogokutu s n. vrhova, oznaka je D,,.
! n-(n—3)
E D?’L - 2

=

I
—~~

S

|
[\)
~
—_
0.9)
S
O

Pravilni mnogokuti

Pravilni mnogokut je mnogokut kojemu su sve stranice jednake duljine i svi kutovi jednake veliCine.

Veli¢ina unutarnjeg kuta a pravilnog mnogokuta ra¢una se formulom:

Q
|

Pravilnim mnogokutima mozemo opisati i upisati kruznicu. Opisana kruznica prolazi kroz sve vrhove mnogokuta, a
upisana dodiruje "iznutra" sve stranice mnogokuta.
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pravilni peterokut el NV

opisana kruznica
\/

Karakteristicni trokut

Karakteristi¢ni trokut pravilnog mnogokuta dobijemo tako da srediste tog mnogokuta spojimo s dva susjedna vrha
mnogokuta. Taj trokut je uvijek jednakokracan. Radijus (polumijer) opisane kruznice Cini krakove, a stranica
mnogokuta je ujedno i osnovica karakteristi¢nog trokuta.

Bn v
o =

sin 7y, = cos
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! : 2 !

| cos*yn:sm% = % |

| a\2 2 __ .2 '
(5) +vi=r

O=n-a
—_— M 1
P=n 5

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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PODATCI

Prikazivanje i analiziranje podataka

Statistika je grana matematike koja prikuplja, analizira, tumadi i prikazuje podatke.
Skup iz kojeg uzimamo podatke zove se populacija.

Frekvencija je broj pojavljivanja nekog podatka u promatranoj skupini (npr. broj u¢enika koji sviraju neki instrument).
Udio podatka u cijeloj populaciji naziva se njegovom relativnom frekvencijom. Zbroj vrijednosti svih relativnih
frekvencija u nekom skupu iznosi 1.

Prikaz podataka

Podatke mozemo prikazivati:

» tablicom ( Prikazivanje podataka u obliku redaka i stupaca. Svaki redak predstavlja jedan podatak ili skup
podataka, a svaki stupac kategoriju.)

ime i prezime broj bodova ocjena
Ante Starcevié 50 2
Ljudevit Gaj 62 3
Nikola Subi¢ Zrinski 98 5
Ivana Brli¢-Mazuranié 89 5
Marija Jurié Zagorka 55 2

+ piktogramom (Prikaz podataka pomocu slika ili simbola, gdje svaki simbol predstavlja odredenu koli¢inu. Koristi se
kad Zelimo prikazati podatke na vizualno jednostavan i razumljiv nacin.)
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bodovi broj u¢enika
0-49 A
050 |
60 - 69 L L L L o
4 A A A A
70 -84 i i ‘.
85-100 A “

[ ..
B 2 uéenika

» stupi¢astim dijagramom (Prikaz podataka pomocu vertikalnih ili horizontalnih stupaca. Svaki stupac predstavlja
jednu kategoriju ili skupinu, a visina ili duzina stupca pokazuje velic¢inu podataka. Cesto se koristi za usporedbu
razli¢itin skupina podataka.)

12

10

broj ucenika

nedovoljan  dovoljan dobar vrlo dobar  odli¢an
ostvarena ocjena
« dijagramom stablo - list (Graficki prikaz podataka koji se koristi za prikazivanje broj¢anih podataka u formi stabla,

gdje su listovi brojevi ili statistiCki podaci. Koristi se za organiziranje podataka u hijerarhiji i za prikazivanje odnosa
medu njima.)
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stablo List

1 7

8

0335579
1224456789
35678

9

© 0 N O u o

38

« kruznim dijagramom (Dijagram u obliku kruga koji je podijelien na sektore, gdje svaki sektor predstavlja udio
nekog dijela u odnosu na cijeli skup podataka. Koristi se za prikazivanje relativnih udjela.)

+ linijskim dijagramom (Dijagram koji koristi linije povezane to¢kama za prikazivanje promjena podataka kroz
vrijeme. Najcesce se koristi za prikazivanje trendova ili kretanja podataka tijekom vremena.)
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12
10 2 TS
8
o] £
nY
S 6
0
>
> 1
P,
Q 4
2
o} | I i i I I

2019. 2020. 2021. 2022. 2023, 2024.

+ histogramom (Sli¢no stupi¢astom dijagramu, ali koristi se za prikazivanje distribucije podataka unutar odredenih
intervala. Podaci se grupiraju u intervalima, a visina svakog stupca pokazuje koliko podataka spada u taj interval.)

broj ucenika

0-20 21-40 41-60 61-80 81-100

broj bodova

Srednje vrijednosti

Neka su nam dani podatci: 1, 2, L3, ..., Tp.
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Artimeticka sredina ili prosjecna vrijednost je zbroj svih podataka podijeljen s ukupnim brojem podataka. Oznaka je

8|
I

oo
N
=
o
N
o
\.H
N
w

\]

Aritmeticka sredina danog niza je:

8+7+4+3+7+6+1+2+3+7
10

4.8

x|
I
Il

Mod je naj¢eséi podatak u nekom nizu podataka.
Mod danog niza je:

o
=~
>
w0
=~
&
\’I—‘
no
w0
I~y
4
-~

Medijan ili "srednji podatak" je broj koji sortirani niz brojeva dijeli na dva jednako duga podniza. Dakle, kada imamo
neki niz podataka, podatke ¢emo poredati po veliini. Ako je broj podataka neparan, medijan ¢e biti toéno srednji
podatak u tom nizu, a ako je broj podataka paran, medijan ¢e biti aritmeti¢ka sredina dvaju sredisnjin podataka.
Oznaka za medijan je M.

Za navedeni niz podataka vrijedi:

1,23 3 46,7778

Rekli smo da medijan dijeli niz podataka na dva jednakobrojna niza. Na taj nacin dobivamo i kvartile:
- prvi (doniji) kvartil = medijan prve polovice niza odnosno "sredniji" lan tog dijela, Q1

- drugi (sredniji) kvartil = medijan po&etnog niza, Qo
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- tredi (gorniji) kvartil = medijan druge polovice niza podataka odnosno "sredniji" &lan tog dijela, (3

Kvartili dijele niz podataka na Cetiri jednaka dijela.
Razlika izmedu treceg i prvog kvartila zove se interkvartilni raspon.

Brkata kutija

Ako zelimo bolje prikazati skup podataka, mozemo ih prikazati brkatom kutijom. Za to su nam potrebni sliededi
podatci:

« minimalna vrijednost svih podataka, X in
- prvi kvartil, Q1

- medijan (odnosno drugi kvartil), M, (Q2)

- treci kvartil, Q3

« maksimalna vrijednost svih podataka, X4z

100 — Ao najveéa

vrijednost

tredi

80 -

kvartil

70 T kutija

D medijan

60 -

™~ prvi

kvartil

50 —+

broj bodova

30 —+

najmanja

20 vrijednost

10 —+

Mjere rasprsenosti

Neka su nam dani podatci: 1, T2, 3, ..., Tp.
Raspon je razlika izmedu najveée i najmanje vrijednosti u tom skupu podataka, tj. R = Tz — Tmin.

Neka je aritmetic¢ka sredina danih podataka . Broj ; — T je odstupanije vrijednosti podatka x; od aritmetiCke
sredine.

Varijanca je mjera rasipanja podataka oko aritmeticke sredine te se definira kao prosje¢no kvadratno odstupanje
od prosjeka. Oznaka je o2
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§ 9 (21-7)+(22—7) 2 +(23—T) 4.4+ (2n—T) g

Standardna devijacija je korijen prosje¢nog kvadratnog odstupanja vrijednosti podataka od aritmeticke sredine. To
je zapravo drugi korijen iz varijance. Oznaka je 0.

=
kS
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s

Za dani niz podataka varijancu i standardnu devijaciju racunamo kao:

(8 - 482+ (7 - 482+ - + (7 - 48)?
g2 = TS = 6.1778

o =,/0%2 = 24855

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

[=] 3z
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KVADRATNA FUNKCIJA

Kvadratna jednadzba

Kvadratna jednadzba

Kvadratna jednadzba je bilo koja jednadzba oblika ax? +bx+c=0, gdje su a, bi c nekirealni brojeviia / 0.=

ovo ju ¢ini kvadratnom

e
ax®+ x +c=0

Brojeve a, b i ¢ zovemo koeficijenti kvadratne jednadzbe. Redom, njihova imena su jod vodedi, linearni i slobodni
koeficijent.

2x2+5x -3=0

a=2 =5 c¢=-3
Rjesenja kvadratne jednadzbe
Za dobivanje rieSenja kvadratne jednadzbe koristimo kalkulator ili formulu:
; — —bEvb*—dac
: x1, 2a
x?-3x =0
1
a=1 =3 ¢=0

Diskriminanta kvadratne jednadzbe

Diskriminanta je broj D kojeg ra¢unamo formulom:
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-
I
S
™o
|
IS
Q
@)

Diskriminanta utjeCe na broj i vrstu rjeSenja kvadratne jednadzbe. Imamo 3 sluaja:
D > 0 = dva razli¢ita rjedenja koja su realni brojevi
«D =0 — jedno dvostruko riesenje, realan broj

+D < 0 = dva razligita riedenja, kompleksno konjugirani brojevi

Diskriminanta

> — /
- i- [2 - 4ac\\’) D= 7?- 4ac
2a

><1/2 =

Vietove formule

Ako sa x1 i £9 oznadimo riedenja kvadratne jednadzbe, a a, b i ¢ su koeficijenti kvadratne jednadzbe kao prije, onda
vrijedi:

&
—_
_|_
8
[\
|
I
|
&
—_
8
[\]
|
ISHe}

Ako su nam poznata rieSenja x1 i €2 kvadratne jednadzbe az? + bx + ¢ = 0, tada svaki kvadratni trinom az? +
bx + c(a / 0)mozemo faktorizirati kao:

Q
8
[\
+
S
8
_I_
o
I
Q
—~~
8
|
8
[y
~
—~
8
I
8
[\
~

Bikvadratna jednadzba

Bikvadratna jednadzba je jednadzba oblika ax* + bz’ +c= 0, gdje su a, bi c realni brojevi.

Rjesavamo ju supstitucijom (zamjenom) t = z2. Time dobivamo kvadratnu jednadzbu at? + bt + ¢ = 0 kojoj znamo
izracunati rieSanja. Nakon sto dobijemo t1 i t2, do riesenja pocetne jednadzbe dolazimo iz jednadzbi D tyi
z? = to. Bikvadratna jednadzba moze imati nula, dva ili Cetiri rieSenja.

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija ili polinom drugog stupnja je svaka funkcija oblika f(a:) = ax® + bz + ¢, gdjesua, bicrealni
brojeviia / 0.=

Parabola je ime za graf kvadratne funkcije.

Tjeme parabole T' s koordinatama (:Eo, yo) je "najisturenija” tocka parabole, a koordinate dobivamo formulom:

8
o
|
|
&
Q
~
N
|
N
Q

Kazemo da kvadratna funkcija ima minimum/maksimum u &g, a da je vrijednost tog minimuma/maksimuma broj yg.

U slu¢aju minimuma, kvadratna funkcija ¢e se prvo spustati do tiemena, odnosno padati, a onda uspinjati, odnosno
rasti. Kod maksimuma je obrnuto, prvo rastemo do tjemena, a onda padamo.

raste /\ pada\l
\ / T(Xo, Uo)

T(Xo, Yo) / \
pada \, raste /\

Vodedi koeficijent

Vodeci koeficijent, odnosno broj a koji se nalazi ispred x? odreduje hoce li parabola biti okrenuta otvorom prema
gore ili prema dolje.

-a > (0 == otvor okrenut prema gore, tj. a je pozitivan pa se parabola "smije" :)
+a < 0 = otvor okrenut prema dolje, tj. a je negativan pa je parabola "tuzna" :(

Druga stvar, ako ne gledamo predznak ispred broja a, $to je on vedi po svojoj vrijednosti, to je parabola uza.
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10

Q
1
N
Q
1

Diskriminanta

Sli¢no kao u prosloj lekciji, diskriminanta ¢e nam govoriti koliko imamo nultoCki na grafu kvadratne funckije. Formula
jeista D = b — 4ac.

Zajedno s vodecim koeficijentom, diskriminanta nam moze dati jako dobro ideju o izgledu i poloZzaju same parabole.
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WAVAY

A\
Q

v
(@]

Nultocke kvadratne funkcije

Nulto¢kama kvadratne funkcije f(a:) = az? + bx + ¢ éemo zvati brojeve x1 i T, ili samo jedan od njih, za koje
vrijedi f(z1) = f(z2) = 0. Drugim rije¢ima, nulto&ke ¢e biti oni z-evi koji su riedenje kvadratne jednadzbe ax? +
bx+c=0.

Ako su nam poznata rieSenja kvadratne jednadzbe, odnosno nulto¢ke funkcije, pripadnu kvadratnu funkciju
mozemo zapisati i u drugom obliku: f(z) = az? + bz + ¢ = a(z — =1)(z — T2).

Kada crtamo, to ¢e biti oni x-evi gdje graf sijece x-os.

Preko nultoc¢ki takoder mozemo doci i do tiemena parabole T(mo, yo).

8
o
8
+
N
~
<
o
I
Q
8
oN
_|_
S
8
o
_I_
o
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_nultoéke‘

nema nultocki

_______

Crtanje grafa kvadratne funkcije

Parabolu ¢emo crtati u 3 koraka.
1. Odredimo nultoCke kvadratne funkcije.
2. Odredimo koordinate tjemena preko jedan od dva, gore spomenuta, nacina.

3. PovuCemo parabolu tako da prolazi kroz jednu nultoCku, zatim kroz tjeme i onda kroz drugu nulto¢ku. Pazimo da

je kod tiemena zaobljena, da nema "Spic”, i da nam parabola ne krec¢e/zavrsava u nekoj nultoCki, nego da prolazi
barem malo kroz njih.
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f(x) = ax® + bx + ¢

A

f(x)

l-tock
vrijednost funkcije | nurtocke

e e,

N

T(Xo ,Uo)

tjeme funkcije

Presjek parabole i pravca

Parabola i pravac mogu se sijeci u dvije toc¢ke, dodirivati u jednoj tocki ili uopcée ne sijeci.

Iziednacimo kvadratnu funkciju az? +bx +cs pravcem kx + [ i prebacimo sve na lijevu stranu te sredimo.

Diskriminanta novonastale kvadratne jednadzbe nam sli¢no kao i prije govori koliko imamo sjecista parabole i
pravca, a rieSenja ove, nove kvadratne jednadzbe su upravo prve koordinate sjecista parabole s pravcem.
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y=x*-x-2
skica izjednacimo

v

) _ rjeSenja x, = O -

ubacimo u neku od y = 0 -2 Y, = -2
2

pocetnih jednadzbi Yo = -

rjeSenja: (O, -2) i

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.

www.gradivo.hr

93


https://gradivo.hr/auth/register
https://gradivo.hr/auth/register

C gradivo.hr

Kvadratne nejednadzbe

Kvadratna nejednadzba je nejednadzba oblika az? + bz + ¢ > (>) Oiliaz® + bz + ¢ < () 0.
Rijesiti kvadratnu nejednadzbu znaci odrediti sva njena riesenja, tj. odrediti sve brojeve x koji zadovoljavaju tu

nejednadzbu.

RjeSavanje kvadratne nejednadzbe

Postupak za rijeSavanje kvadratne nejednadzbe provodi se u 4 koraka.
1. Prebacimo sve na lijevu stranu, tako da desno od znaka nejednakosti ostane samo 0.
2. Pravimo se da umjesto znaka nejednakosti piSe jednako pa rijeSimo tu kvadratnu jednadzbu.

3. Nacrtamo skicu nase parabole - bitno je samo oznaciti nultoCke i odrediti "smije" li se parabola ili je "tuzna”,
odnosno je li otvor okrenut prema gore ili dolje. Ostali detalji su trenutno nebitni.

4. Ako je u nejednadzbi stajalo > 0, za rieSenje uzimamo x-eve kada je parabola iznad x-osi. Ako je u nejednadzbi
stajalo < 0, rjeSenja ¢e biti oni z-evi gdje je parabola ispod x-osi. Samo u slué¢aju da su u nejednadzbi znakovi > ili
<, nultocke ce biti uklju¢ene u rieSenja nejednadzbe.

a<20
x2+x+2 0

/\ T ako je zadano > O
O

l ako je zadano < O
X1 =0 X, =2

X €

\4

Vodecdi koeficijent i diskriminanta

Sli¢no kao i u proslim lekcijama, vodedi koeficijent kvadratne funkcije a i diskriminanta D nam unaprijed, bez
racunanja, daju dobru ideju o rieSenjima nejednadzbe.

94 www.gradivo.hr



Online skripta

v
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Sustav kvadratnih nejednadzbi

v
Q

A
O

Sustav kvadratnih nejednadzbi rieSavamo tako da rijeSimo svaku nejednadzbu posebno. Konacéno riesenje ¢e biti
presjek rieSenja prve nejednadzbe s rieSenjima druge nejednadzbe. Drugim rijeCima, trazimo gdje ¢e se rjeSenja
poklapati, koji su to brojevi koji zadovoljavaju i jednu i drugu nejednadzbu.

Kod samog postupka, najbolje je na istoj slici nacrtati skice obje parabole, a njinova rieSenja oznaditi razlicitim
bojamai ili iscrtkati crticama u suprotnim smjerovima. Konacno rjeSenje ¢e biti onagj dio gdje se boje ili crtice
preklapaju.

2

+x+2 O
/ N
X, = 2

SIS/ > XE(O, 1)
x>+ 05x-15<0

X, =-15 x,=1

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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TRIGONOMETRIJA TROKUTA

Trigonometrija trokuta

Prisjetimo se najprije trigonometrijskih omjera u pravokutnom trokutu koje smo radili u prvom razredu.

Trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu ¢emo raditi uzimajuci u obzir poloZaj stranica u odnosu na neki
Siljasti kut, dakle nikad ne gledamo u odnosu na pravi kut.

Hipotenuza je najduza stranica u trokutu, nalazi se nasuprot pravom kutu.
Prileze¢a kateta je ona koja se nalazi uz kut, a da nije hipotenuza.

Nasuprotna kateta je stranica nasuprot kutu kojeg gledamo, ona i kut se nikako "ne dodiruju”.

AR

c N

hipotenuza

N (87

b
prileZeéa katetaJ sve gledamo u

odnosu na kut v

Trigonometrijski omjeri

Sinus je omjer duljina nasuprotne katete i hipotenuze. Za kut «, oznaka je sina.
Kosinus je omjer duljina prileZze¢e katete i hipotenuze. Za kut o, oznaka je cosa.
Tangens je omjer duljina nasuprotne i prilezece katete. Za kut o, oznaka je tgor.
Kotangens je omjer duljina prilezece i nasuprotne katete. Za kut a, oznaka je ctgar.
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sin (= - = —
) hipotenuza c
hipotenuza
\_ ‘/ _ prilezeéak. b
> S cos v = hipotenuza ¢
fga= prileZzeéa k. )
-
T _7 b ; prilezeca k. b
prilezeca ateta\/ ctgtx= = -
i sina = ¢
i c
i cosa = ?
i c
E _a
| tga =3
5 _b
| ctga = ¢

Tablica najé¢escih kuteva i vrijednosti trigonometrijskih funkcija za njih.
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30° | 45° | 60°

sin % % ‘/?3-
cos | B3 2 1
2 2 2

tg ?3 1|5
ct 3
g |z 1 3

Sada ¢emo spomenuti trigonometriju koja vrijedi za sve trokute, ne samo za pravokutan.

Poucak o sinusima

Poucak o sinusima mozemo primijeniti u bilo kojem trokutu, ne mora nuzno biti pravokutni. Koristimo ga kada kada
imamo dvije stranice i kut nasuprot jedne od nijih, ili dva kuta i stranicu nasuprot jednom od tih dvaju kutova. Preko
poucka mozemo izraCunati veli€inu koja nedostaje.

Takoder, omjer koji daje poucak je jednak 2R, gdje je R radijus opisane kruznice trokutu.

— b _ —
o= b= ¢ =2R

Poucak o kosinusu

Poucak o kosinusu mozemo primijeniti u bilo kojem trokutu, ne mora nuzno biti pravokutni. Primjenjiv je na bilo koju
kombinaciju stranica pa zato izgleda kao da imamo tri formule. Bitno je zapamtiti da za raCunanje stranice koja je
sama na lijevoj strani, trebaju druge dvije stranice i kut nasuprot nje.
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a? = b* + c? — 2bccosa
b> =a?+c? — 2accos
c? = a® + b? — 2abcosy

c® = 0%+ b? - 2ab cos'y

a? = b?2 + c? - 2bccos(}

2= 0%+ c® - 2ac cos a

Formule za povrsinu trokuta

Povrsina bilo kojeg trokuta moze se izraCunati kao polovica umnoska bilo koje dvije stranice i sinusa kuta izmedu

njih.
5 P = labsiny = lbesina = lacsin B
: 2 7= 3 2

Y
I
V)
—~
V)
|
Q
~—
—~~
V)
I
S
~—
—
V)
I
o
~—
V)
I
N[
—~
Q
_|_
S
_|_
(@)
~—

Postoje i formule za povrsinu trokuta koje koriste radijus opisane kruznice (R) i radijus upisane kruznice () tog
trokuta.
U drugoj formuli, s ponovno predstavlja poluopseg.

N
Q
&
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g
I
@

Visine trokuta

Visine trokuta obrnuto su proporcionalne duljinama odgovarajucih stranica tj. vrijedi:

S
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<
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<
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S
@)
I
<
o
<
&
@)
S
I
<
Q
<
o

Simetrale kutova

Poucak o simetrali kuta: Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru jednakom omijeru
duljina stranica $to zatvaraju taj kut.

X.y=c.da

Tezisnice trokuta

Iz pouCka o kosinusu, zato Sto teziSnica dijeli stranicu na dva jednaka dijela, duljine teziSnica trokuta mozemo
izraCunati pomocu stranica trokuta na sliedeci nacin:

~
s)

I
D=
\)
—~
S

[NV
_|_
)
[\
~
I
Q
)

-
>
I
DN | =
DN
—~~
o
V]
_|_
Q
[\]
~—
I
S
[\)
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[=] 47 =]

Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

Ok S

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
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KRUZNICA | KRUG

Kruznica i krug

Kruznica je skup svih to¢aka koje su jednako udaljene od neke fiksne tocke. Oznaka je k(S, 7“).
To&ka S predstavlja tu fiksnu tocku i koju zovemo srediste.
Polumijer (radijus) kruznice je 7 i to je udaljenost od sredista do bilo koje tocke na kruznici.

Krug je dio ravnine omeden kruznicom. Drugim rijeCima, to su sve toCke koje se nalaze na kruznici i unutar nje,
odnosno koje su od njezinog srediSta udaljene za manije ili jednako od radijusa. Oznaka je K(S, r).

Dakle, jednostavnim rijeCima: kruznica je samo linija koja ide izvana oko sredista, a krug je onaj dio prostora koji se
nalazi unutar te linije (ukljucujudii tu liniju, odnosno kruznicu).

kruznica

—

srediste

polumjer

Tetiva je duzina koja spaja svije toCke na kruznici.
Najduza tetiva je ona koja prolazi kroz srediste i zove se promijer (dijametar). Duljina mu je dva polumjera.
Kruzni luk je dio kruznice izmedu neke dvije toCke. Primijetimo da dvije tocke uvijek odreduju dva kruzna luka.

Kruzni odsjecCak je dio kruga nastao kada ga presijeCemo tetivom. Ponovno, na ovaj nacin nastaju dva kruzna
odsjec¢ka, ovisno s koje strane gledamo.

Kruzni isjecak je dio kruga omeden s dva polumjera i odgovarajucim kruznim lukom.
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. kruzni isjeCak
. romjer
tetiva promye

/ N

kruzni odsjeCak kruzni luk

Koncentri¢ne kruznice su kruznice koje imaju isto srediste, a razli¢it radijus.

Dio kruga izmedu dvije koncentri¢ne kruznice je kruzni vijenac.

koncentri¢ne kruznice

=

kruzni vijenac
-

Formule

Opseg i povrsina kruga.

)
I
Do
S
3
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Y
I
3
N
=)

Formule za duljinu kruznog luka i povrsinu kruznog isjecka koriste kut koji zatvaraju radijusi u sredistu. Oznacava se
s a (pogledaj gornju sliku).

; rTa
; L= T80
i P = r’ra __ 7l
E — 7360 2

Y
I
—~
=)

[\]
|
=3

[\V]
N—"
3

Sredisnji i obodni kut

Obodni kut je kut koji ima vrh negdje na kruznici, a krakovi mu sijeku kruznicu (odnosno krakovi prolaze kroz neke
druge dvije tocke na kruznici).

Sredisnji kut ima vrh u sredistu, a krakovi mu isto sijeku kruznicu (odnosno krakovi prolaze kroz neke druge dvije
tocke na kruznici).

Poucak o obodnom kutu: Sredidnji kut je dva puta veéi od obodnog kuta nad istim kruznim lukom.

obodni kut

Q
I
N

srediSnji kut

Svi obodni kutovi nad istim kruznim lukom su jednako veliki.
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Talesov poucak: Obodni kut nad promjerom je uvijek pravi kut.

S
svi obodni kutevi obodni kut nad
su jednaki promjerom je pravi

Tangenta kruznice

Tangenta kruznice je pravac koji dodiruje kruznicu u jednoj tocki. Tu to¢ku zovemo diraliste i najcesce se oznacava
sa slovom D. Radijus na dirali$te i tangenta uvijek zatvaraju pravi kut.

Obodni kut nad nekom tetivom jednak je kutu koji zatvaraju ta tetiva i tangenta kroz jednu krajnju tocku te tetive.

tangenta t

diraliste
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Konstrukcija tangente na kruznicu
Zelimo konstruirati tangentu na kruznicu iz neke tocke. Postoje tri slugaja:

« To¢ka T' se nalazi unutar kruznice - iz nje ne mozemo povudi tangentu.

nije
mogude ™

\u

- To¢ka 1" se nalazi na kruznici - postoji jedna tangenta i ta to¢ka je njezino diralidte. S obzirom da je tangenta
okomita na polumijer, jednostavno spojimo polumjer do te to¢ke T te kroz nju povuéemo okomicu na polumjer.
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- To¢ka T se nalazi izvan kruZnice - postoje dvije tangente iz te to&ke na kruznicu. Spojimo srediste kruznice S s
tom to¢kom T i pronademo polovidte P te duzine. Konstruiramo kruznicu sa sredidtem u polovistu i polumjerom
duljine ]PS]. Sjecista te kruznice s pocetnom kruznicom su dirali$ta tangenti te jednostavno povuc¢emo tangente
iz to¢ke 1" kroz dirali§ta i dobijemo dvije tangente.

><>§

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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POLIEDRI

Prizme

Prizma je geometrijsko tijelo koje nastaje tako da duzinama spojimo dva ista mnogokuta koji se nalaze na
paralelnim ravninama.

Mnogokute nazivamo bazama, a pobocke su vanjski paralelogrami koje dobijemo spajanjem odgovarajucéih vrhova
baza. Pobodje je naziv za sve pobocke skupa.

Prizme nazivamo prema vrsti mnogokuta koji je baza. Ako je baza trokut, prizma se zove trostrana, ako je
Ceverokut, onda je Eetverostrana itd. Za opcéenitu oznaku koristimo izraz n-terostrana prizma, $to znaci da je baza
n-terokut, odnosno mnogokut s n vrhova.

Stranice baze zovu se osnovni bridovi, a duzine koje spajaju odgovarajuce vrhove gornje i donje baze boc&ni bridovi.

Visina prizme je udaljenost izmedu dvije baze. Ako je visina jednaka bo¢nom bridu prizme, onda je prizma uspravna.
Pobocke uspravnih prizmi su pravokutnici. Sve druge prizme se zovu kose.

Ako je baza uspravne prizme neki pravilni mnogokut, onda je prizma pravilna.

visina

pobocka boc¢ni brid

o
. Q.
AN
7w
- —— - -

P b
aw
---. osnovni brid

Broj vrhova, bridova i stranica

Za prizmu kojoj je baza n-terokut (mnogokut s 1 vrhova), vrijedi sliedece:
« broj vrhova na cijeloj prizmi je jednak 2 - n

« broj bridova na cijeloj prizmi je jednak 3 - n

* broj pobocki je jednak n

- broj strana (baze + pobocke) je jednak 1 + 2

- Eulerova formula: vrhovi + strana - bridovi = 2
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Oplosje i obujam

OploSje je povrsina svih likova koji ograduju prizmu. Ra¢una se kao zbroj povrsina svih strana prizme, dakle zbroj
dvostruke povrsine baze B i povrsine pobodja P.

)
I
DO
oy
+
Y

Obujam (volumen) prizme je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvaca prizma. Racuna se kao umnozak
povrine baze B i visine prizme h.

<
I

oy
>

Mreza prizme

Ako prizmu razrezemo duz njezinih bridova i takvu je poloZzimo u ravninu, dobit ¢emo mrezu prizme.
Na sliedecoj slici prikazana je mreza jedne kose ¢etverostrane prizme.

MreZa prizme

Cavalierijev princip za tijela

Ako se dva geometrijska tijela nalaze izmedu dviju paralelnih ravnina i svaka ravnina paralelna tim ravninama sijece
tijela tako da presjeci imaju istu povrsinu, tada tijela imaju jednake volumene.

Najbolji primjer za to je snop zetona. Pogledajmo sliku.

Odreden broj zetona mozemo posloziti na razliCite nacine te tako dobiti razliCite oblike, ali broj Zetona se ne mijenja
odnosno obujam zetona i dalje ostaje isti.

www.gradivo.hr 111



C gradivo.hr

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Kocka i kvadar

Kocka

Kocka je uspravna pravilna etverostrana prizma kojoj su svi bridovi iste duljine. Dakle, baze i pobocCke su isti
kvadrati.

Prisjetimo se formule za dijagonalu kvadrata d preko koje onda mozemo dodi i do formule za prostornu dijagonalu
kocke D. Dijagonalu d jos zovemo plosna dijagonala kocke.

=¥
I
S
S

-
I
S
&

a d - dijagonala baze (kvadrata)
Reaials il - prostorna dijagonala
/, a
a
MreZa kocke
a
a a
sve su jednaki
kvadrati

Oplosje i obujam kocke

Formule za oplosje i obujam kocke s bridom duljine a:
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Presjeci kocke
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Kvadar

Kvadar je ¢etverostrana prizma kojoj su baze i pobocke pravokutnici. Nasuprotni pravokutnici su jednaki i paralelni.

Dijagonalu pravokutnika d raéunamo preko Pitagorina pou¢ka te preko nje onda mozemo dodi i do formule za
prostornu dijagonalu kvadra D. Dijagonalu d jo§ zovemo plo$nom dijagonalom te kvadar ima tri razligite plosne
dijagonale, ovisno koju stranu kvadra promatramo.

)
I
<
gl\')
_|_
Y
_|_
GI\D
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d - dijagonala baze (pravokutnika)
- prostorna dijagonala

Mreza kvadra

Oplosje i obujam kvadra

Formule za oplosje i obujam kvadra s duljinama bridova a, bi c:
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Presjeci kvadra

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Piramide

Piramida je geometrijsko tijelo nastalo tako da svaku to¢ku mnogokuta spojimo s nekom to¢kom koja ne pripada
tom mnogokutu.

Mnogokut ¢emo kao i kod prizmi zvati baza, a nastale trokute spojene na njega pobocke. Sve pobocke skupa
zovemo pobodije.

Piramide nazivamo prema vrsti mnogokuta koji je baza. Ako je baza trokut, piramida se zove trostrana, ako je
Cetverokut, onda je Cetverostrana itd. Za opcéenitu oznaku koristimo izraz n-terostrana piramida, sto znaci da je
baza n-terokut, odnosno mnogokut s . vrhova.

To¢ku van mnogokuta s kojom ga spajamo zovemo vrhom piramide. Duzine koje spajaju vrh mnogokuta s vrhom
piramide su boc&ni bridovi, a stranice mnogokuta su osnovni bridovi.

Visina piramide je udaljenost od vrha piramide do njene baze. Visina pobocke je visina trokuta koji je pobocka
piramide.

Piramida je uspravna ako se njezin vrh nalazi to¢no iznad srediSta mnogokuta koji je baza. Ako je baza pravilni
mnogokut, onda ¢e i piramida bit pravilna. Svi pobocni bridovi uspravnih piramida su jednakih duljina, dakle sve
pobocke su jednakokraéni trokuti. Ako piramida nije uspravna, onda ju zovemo kosom piramidom.

visina pobocke

. visina
pobocka \

a boé&ni brid
-, osnovni brid
visina
pobocke boéni brid
Vv

pola

2 2_ [Q¥ 2
= <; tv - 0snovnog
brida
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MreZa piramide

osnovni brid

bocni brid

Broj vrhova, bridova i stranica

Za prizmu kojoj je baza n-terokut (mnogokut s 1 vrhova), vrijedi sliedece:
« broj vrhova piramide jen + 1

- broj bridova piramide je 2 - n

* broj pobocki piramide je n

« broj stranica (baza + pobocke) jen + 1

- Eulerova formula: vrhovi + strane - bridovi = 2

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju piramidu. Ra¢una se kao zbroj povrsina svih strana piramide, dakle
zbroj povrsine baze B i povrsine pobogja P.

QS
I

s/
_I_
g

Obujam (volumen) piramide je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvacéa piramida. Ra¢una se kao
umnozak povrsine baze B i visine piramide h podijelien s 3.

<

|
o)
>

Presjeci piramide

Piramidu mozemo presjeci razlicitim ravninama koje ¢e sadrzavati razliCite elemente piramide. Pokazat c¢emo
najcesce presjeke Cetverostrane piramide te karakteristi¢ne trokute koji nastaju tim presjecima.
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o visina
visina poboéke

‘V Kt
|~ , fay .., & _  pola
SCR

----- osnovnog
brida
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boéni brid

pola dijagonale

baze

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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ROTACIJSKA TIJELA

Valjak

Valjak je geometrijsko tijelo koji nastaje tako da duzinama spojimo dva ista kruga koji se nalaze na paralelnim
ravninama.

Krugovi su baze, a vanjski dio koji in spaja, §to je kod prizmi bilo pobodje, je plast.

Os valjka je pravac koji prolazi kroz sredista gornje i donje baze. Izvodnica je duzina koja spaja rub gornje i donje
baze i paralelna je s osi valjka. Udaljenost baza je visina valjka. Valjak je uspravan ako mu je visina jednaka izvodnici,
tj. ako mu se baze nalaze to¢no jedna iznad druge. U suprotnom slucaju, valjak je kos.

visina.
boze | | 77
plast h izvodnica

——————

= radijus

MrezZa valjka
plast

2rm
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Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju valjak. Ra¢una se kao zbroj dvostruke povrsine baze B i povrs$ine plasta
P. Plast je zapravo pravokutnik s jednom stranicom dugac¢kom kao opseg kruga (baze) polumjera r, a druga
stranica je visina valika h.

Q
|
DO
oy
_I_
N
|
[
ﬁl.\.')
=)
+
Do
<3
3
>
I
Do
<3
3
3
_|_
=

Obujam (volumen) valjka je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvacéa valjak. Ra¢una se kao umnozak
povrsine baze B polumijera 7 i visine valika h.
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Presjeci valjka

Osni presjek valika je pravokutnik koji nastaje presjekom ravnine koja sadrzi os valjka i dva medusobno usporedna
promjera njegovih baza.
Povrsina tog presjeka (pravokutnika) je P = 2r - h.

——————-

2r

Valjak takoder moZzemo presjeci ravninom koja je usporedna s bazama valjka te na taj nacin opet dobivamo krug
sukladan bazama valjka.

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Online skripta

Stozac

Stozac je geometrijsko tijelo nastalo tako da svaku toc¢ku kruga spojimo s nekom to¢kom koja se nalazi u ravnini u
kojoj nije taj krug.

Krug ¢emo zvati baza, a toc¢ku izvan njega vrh stosca. Vanjski dio koji spaja krug s vrhom sto$ca zovemo plast, kao
$to je bio i kod valjka.

Duzine koje spaijaju vrh stoSca s bilo kojom to€kom na rubu kruga su izvodnice.

Os stosca je pravac koji prolazi kroz vrh stosca i srediste baze. Visina sto$ca je udaljenost od vrha stoSca do njene
baze. Stozac je uspravan ako se njegov vrh nalazi to¢no iznad sredista kruga koji je baza, tj. ako je visina bas ta
duzina. Ako stozac nije uspravan, onda ga zovemo kosim stoScem.

visina
plast
baza
izvodnica
> radijus
MreZa stosSca .
sredisnji o
kut plast
izvodnica

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina svih likova koji ograduju stozac. Ra¢una se kao zbroj povréine baze B i povrdine plasta P. Plast
je zakrivljena povrsina kojoj povrsinu raGunamo kao umnozak polumjera kruga 7, konstante 7 i izvodnice s.
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Obujam (volumen) stosca je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvaca stozac. Rac¢una se kao umnozak
povrdine baze B polumijera r i visine stodca h, podijeljen s 3.
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Presjeci stosca

Osni presjek stosca je jednakokracan trokut s osnovicom duljine 27 i krakom duljine s.

Njegova povrsinaje P = r - h.

2r

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "
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Kugla

Kugla je geometrijsko tijelo koje obuhvada sve tocke koje su od njena sredidta S udaljene manje ili jednako nekoj
vrijednosti R, koju zovemo polumijer (radijus) kugle.

Sfera je "rub" kugle, ono §to ju obavija izvana, skup to&aka koje su od sredista S udaljene to¢no za R.

———————

’\_/\ plast
(fera N

Oplosje i obujam

Oplosje je povrsina lika koji ograduje kuglu. Drugim rije€ima, to je povrsina sfere. Racuna se kao Eetverostruki
umnozak kvadriranog kuglinog radijusa R i broja 7.
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Obujam (volumen) kugle je veli¢ina kojom mjerimo koliki dio prostora obuhvacéa kugla. Ra¢una se kao Cetiri trecine
kubiranog radijusa kugle R puta 7.
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Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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KORIJENI

Korijeni

n-ti korijen

Neka je n prirodan broj i neka je a” = b. Kazemo da je a n-ti korijen iz b. Oznaka je a = \"/l_)

Ako je n neparan broj, onda je korijen jedinstven i on moze biti ili pozitivan ili negativan.

Ako je n paran broj, onda je n-ti korijen uvijek pozitivan. U tom sluéaju i b, odnosno broj iz kojeg vadimo korijen, isto

mora biti pozitivan.

Naravno, ako vadimo bilo koji korijen iz nule, rezultat ¢e uvijek biti nula.

Pravila za racunanje

Pravila za racunanje (potencije)

Ova pravila smo ugili prije, ali svakako i dalje vrijede i bit ¢e nam potrebna. Vrijede neovisno o tome je li u
eksponentu razlomak ili ne.
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Racionalizacija nazivnika

Racionalizirati nazivnik znaci maknuti korijen iz donjeg dijela razlomka.

Radimo isto kao u slu¢aju drugog i treé¢eg korijena. Prvo pogledamo s ¢ime bi trebali pomnoziti nazivnik tako da se
on nadopuni do pune potencije. Dakle, ako imamo n-ti korijen, trebamo dobiti taj korijen na n-tu. To nam je bitno jer
na taj nacin mozemo ponistiti korijen. Napravimo novi razlomak koji gore i dolje ima to $to smo odabrali i
pomnozimo ga s pocetnim razlomkom.

Ako u nazivniku imamo neki izraz, racionaliziramo koristec¢i druge formule.
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11 @fsY  @fsy @fs)
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da ponistimo tredi korijen, fali nam ih jos dva

11 arb Jas)b
Ja -Jb Ja-Jyb Ja+fp  a-b

———

2 2
razlika kvadrata = \/ a - ‘/ b

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

[=]
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Online skripta

EKSPONENCIJALNA | LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Eksponencijalna funkcija

Eksponencijalna funkcija je funkcija f(:v) =a" gdiejea > 0ia / 1.%aoiinade, x je argument funkcije (ono $to
mijenjamo) te moze biti bilo koji realan bro;j.

Za rac¢unanje s potencijama vrijede sva pravila koja smo prosli u prvom razredu, u lekciji "Potencije”.

Graf eksponencijalne funkcije
- Graf svake eksponencijalne funkcije oblika f(z) = a® sije¢e y-os u tocki (0, 1).

« Pomak funkcije po y-osi, tj. gore-dolje, dogada se kada funkciji dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf
funkcije f(m) = a” + bizgledati isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema gore ako je b pozitivan ili dolje
ako je b negativan.

» Pomak funkcije po x-osi, tj. lijevo-desno, dogada se kada eksponentu dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e
graf funkcije f(z) = a®*? izgledati isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema lijievo ako je b pozitivan il
desno ako je b negativan.

- Ako je a > 1, funkcija raste (kada gledamo s lijeva na desno). Sto je a vedi, funkcija je strmija.

«Akoje 0 < a < 1, funkcija pada (opet, kada gledamo s lijeva na desno). Sto je a manii, funkcija je strmija.
- Grafovi eksponencijalnih funkcija gdje su baze a i % simetri¢ni su obzirom na y-os.

- Grafovi eksponencijalnih funkcija s eksponentima x i —x, simetri¢ni su obzirom na y-os.

+ Asimptota (pravac kojem se funkcija priblizava, ali ga nikad ne sijece) eksponencijalne funkcije f(a:) = a” je x-0s,
odnosno pravac y = 0

« Za x mozemo uzeti bilo koji realni broj, odnosno kazemo da je funkcija definirana za sve realne brojeve x.

« Funkcija moze postici sve pozitivne brojeve, odnosno kazemo da su svi pozitivni realni brojevi slika funkcije.
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asimptota
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Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu

koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Logaritamska funkcija

Logaritam po bazi a broja y je eksponent kojim trebamo potencirati bazu a da bi dobili y. Oznaka je log, y.
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drugim redoslijedom. Primijenimo "lijevi, desni, srednji". PiSemo logaritam, baza je "lijevi" broj, tj. a, zatim ide "desni",
to je y i na kraju sve mora biti jednako "srednjem”, a to je x. Isti metodu mozemo primijeniti i u drugu stranu, kada
zelimo iz logaritma prijeci u eksponencijalnu funkciju.

Oprez! Jedino na §to trebamo paziti kada koristimo ovaj trik je da nam lijevo od znaka jednako uvijek stoji
potencija, odnosno logaritam. Ako to zadovoljimo, ostalo je lagano!

argument logaritma
/

log,y = <

baza togaritma A vrijednost logaritma

Logaritamska funkcija po bazi a je funkcija f(a:) = loga = x, gdje su x-evi pozitivni realni brojeviia > 0,a / 1.=

Graf logaritamske funkcije

Logaritamska funkcija je inverzna funkcija eksponencijalnoj. Na to mozemo gledati kao da je "obrnuta”, kao $to su
recimo kvadriranje i korjenovanje. U koordinatnom sustavu to znaci da su im grafovi simetri¢ni obzirom na pravac
Yy ==z

- Graf svake logaritamske funkcije oblika f(x) = log, x sijece x-os u tocki (1, 0).

« Pomak funkcije po y-osi, tj. gore-dolje, dogada se kada funkciji dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf
funkcije f(z) = log, « + bizgledati isto kao i obi¢ni graf, samo pomaknut za b prema gore ako je b pozitivan ili
dolje ako je b negativan.

» Pomak funkcije po x-osi, tj. lijevo-desno, dogada se kada x-u dodamo ili oduzmemo neki broj. Tako ¢e graf
funkcije f(z) = log,(x + b) izgledati isto kao i obiéni graf, samo pomaknut za b prema lijevo ako je b pozitivan ili
desno ako je b negativan.

« Ako je a > 1, funkcija raste (kada gledamo s lijeva na desno).

+Akoje 0 < a < 1, funkcijo pada (opet, kada gledamo s lijeva na desno).

- Grafovi logaritamskih funkcija gdje su baze a i é simetricni su obzirom na x-os.

- Grafovi logaritamskih funkcija s argumentima x i —x, simetriCni su obzirom na y-os.

« Asimptota (pravac kojem se funkcija priblizava, ali ga nikad ne sije¢e) logaritamske funkcije f(x) = log, zjey-
os, odnosno pravac £ = 0
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« Za x mozemo uzeti samo pozitivne realne brojeve, odnosno kazemo da je funkcija definirana za sve pozitivhe
realne brojeve .

+ Funkcija moze postic¢i sve realne brojeve, odnosno kazemo da su svi realni brojevi slika funkcije.

asimptota -~
x = O (y-os) L
f(x) = log x
f(x) —ﬁ’/
~
/ rd
. 7/
“zrcalo” za logaritamsku 7 - “zrcalo” za logaritarnsku
i eksponencijalnu p 4 St . bc:zom‘z 11/2
\ s
\ /
. 7
RN 7/
4 —
L g(x) = log x
j=x,7
A A N
asimptota za g _
x=0 g(x) = logsx + 1 = log,(x+2) + 1

dignuli smo cijeli
graf za 1 gore

————— g = logox + 1

-7 /f(x) = logpx

f(x) = logyx

> >

asimptota za
X =2

—

]
pomaknuli smo cijeli
graf za 2 ulijevo

Vazni logaritmi
Dekadski logaritam je logaritam s bazom 10. Oznaka za logaritam po bazi 10 od z je log .

Prirodni logaritam je logaritam s bazom e, gdje je e konstanta koja iznosi 2.71828.... Oznaka za logaritam po bazi e
od z je In.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Racunanje s logaritmima

Logaritam po bazi a broja y je eksponent kojim trebamo potencirati bazu a da bi dobili y. Oznaka je loga Y.
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drugim redoslijedom. Primijenimo "lijevi, desni, srednji". PiSemo logaritam, baza je "lijevi" broj, tj. a, zatim ide "desni",
to je y i na kraju sve mora biti jednako "srednjem”, a to je x. Isti metodu mozemo primijeniti i u drugu stranu, kada
zelimo iz logaritma prijeci u eksponencijalnu funkciju.

Oprez! Jedino na §to trebamo paziti kada koristimo ovaj trik je da nam lijevo od znaka jednako uvijek stoji
potencija, odnosno logaritam. Ako to zadovoljimo, ostalo je lagano!

srednji desni
\\1 /desni ' ) /
a*= b * -desni-sredniji [ogab = X <«
S //l srednji
srednji desni
L 5/ “ desni-srednji” \\x b srednji
0gu0 = X <— ) ) a= a
A desni e
Pravila logaritmiranja
al%8. T — o
log,1 =
i log,a =
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log,  +log, y = log, zy
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Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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Eksponencijalne i logaritamske jednadzbe

Eksponencijalna jednadzba

Eksponencijalna jednadzba je jednadzba kojoj je nepoznanica u eksponentu. Drugim rije¢ima, to je jednadzba
oblika a®” = b, gdjejea > 0.

Ako je b > 0, jednadzba ima jedno riesenje, a za b < 0 nema rjedenja.

Eksponencijalne jednadzbe u kojima se pojavljuje samo jedna potencija s nepoznanicom u eksponentu rieSavamo
tako da tu potenciju dovedemo na lijevu stranu, a broj na desnu. Logaritmiramo obje strane, primijenimo vezu
izmedu eksponencijalne i logaritamske funkcije ili pravilo "lijevi, desni, sredn;ji" kako bismo dosli do rjeSenja - sve radi!

D S
5-10"= o.5/:5 - 10
srednji = x log. 0.1 = x
10™= 0.1 desni = 0.1
x = -

Ako imamo dvije ili vise potencija koje u eksponentu imaju nepoznanicu sredujemo jednadzbu dok na lijevoj strani ne
bude samo jedna potencija s nepoznanicom u eksponentu, a na desnoj druga. Cilj je da s obje strane jednakosti
bude ista baza te u tom trenutku mozemo ispustiti baze i rieSavati jednadzbu koju dobijemo kada izjednacimo
eksponente.

izjednacimo eksponente

3.10%= o.3-1o*/: 3
10*= 0.1-10”

]:éx =10 251"
x=2x-1
10x= lo_l'lozx X =1

Logaritamske jednadzbe

Logaritamska jednadzba je jednadzba kojoj je nepoznanica u logaritmu. Drugim rije¢ima, to je jednadzba oblika
log,x =b,gdiejea >0ia / 1.=

Prije rieSavanja same logaritamske jednadzbe, moramo provijeriti uvjete. Pazimo da argument logaritma (sve sto
piSe u njemu) bude vecée od 0, a baza logaritma veca od 0 i razli¢ita od 1.
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loga(x + 3) = 2

uzimamo sve sto X > -3
ovdje piSe u uvjet

x+3 O

Logaritamske jednadzbe rieSavamo tako da logaritam dovedemo na lijevu stranu, a broj na desnu. Ako imamo vise
logaritama, uz pomo¢ formula ih se rijeSimo dok sve ne svedemo na samo jedan logaritam. Primijenimo vezu izmedu
logaritamske i eksponencijalne jednadzbe, odnosno pravilo "lijevi, desni, srednji" kako bismo dosli do rjesSenja.

logox = 1 - loga(x+1) :x O0Oix+1-0
x > -1
logox + loga(x+1) =1
loga(x (x+1)) =1 =2 D S
srednji = x - (x+1) .
desni =1 = X+ (x+1)
2 = x%+ x
1/ \4 X ne zadovoljava uvjet
X1 =1 X =2 rjeSenje je samo x; = 1

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "
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VEKTORI

Vektori i skalari
Vektor

Vektor je usmjerena duzina u kojoj razlikujemo po&etnu (A) i krajnju tocku (B), oznaka AB.
Duljina (iznos) vektora je duljina duzine A B, odnosno udaljenost tocaka A i B.
Smijer vektora je odreden pravcem na kojem lezi vektor. Kolinearni su oni vektori koji leze na paralelnim pravcima.

Orijentacija vektora je odredena strelicom na kraju vektora. Orijentaciju je smisleno gledati samo kod vektora koji
imaiju isti smjer. Ako im strelice pokazuju u istu stranu, onda su jednake orijentacije, a ako pokazuju u razlicite, onda
su suprotne orijentacije.

Nul-vektor je vektor kojem se podudaraju pocetna i krajnja to¢ka. To je zapravo samo jedna tocka.

isti smjer suprotna orijentacija

duljina vektora (na paralelnim pravcima su)

A

>

~ P4
\\
strelica vektora
odreduje orijentaciju

N

Dva vektora su jednaka ako su im iste sve tri komponente, duljina, smjer i orijentacija. Ako su im duljina i smjer isti, a
orijentacija suprotna onda i za vektore kazemo da su suprotni.

Da bi u potpunosti razumijeli vektore, moramo si pojasniti jednu stvar. Svi vektori u prostoru koji imaju istu duljinu, isti
smijer i istu orijentaciju su zapravo isti vektori. lako su mozda odredeni drugim tockama, oni su isti. Znaci da jednom
kada imamo vektor, mozemo ga micati po prostoru kako Zelimo, samo pazimo da stoji takav kakav je, i sve ¢e to
biti isti vektori!
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Svi narancasti vektori su isti!

Svi crveni vektori su isto isti!

Razlika izmedu vektora i skalara

Vektori Skalari
® Iznos o0 Iznos
® Smijer

@ Orijentacija

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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Vektori u koordinatnom sustavu

U koordinatnom sustavu u ravnini istaknimo dva vektora duljine 1 preko kojih ¢emo prikazivati sve druge vektore:
* 1 je jedini¢ni vektor koji se nalazi na z-osi
+ 7 je jedini¢ni vektor koji se nalazi na y-osi

Radijvektor tocke A(z, y) prikazujemo u obliku Ti + y}. Vektor AB s po&etkom u to&ki A(z1, y1) i krajem u tocki
B(z3, y2) prikazujemo u obliku:

I
N e
xV

-3
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AB

I

(-3 + (0 -y

AB = -5 - 6]

3

Jedini¢ni vektor je vektor duljine 1, a iz bilo kojeg vektora @ ga mozemo dobiti kao % Ozna¢avamo ga s nulom u

indeksu, ag.

Suprotne vektore u koordinatnom sustavu prepoznajemo tako $to imaju suprotne brojeve ispred Zi 3
Vektoria = mﬁ + yJ ib= mﬁ + yzj su jednaki ako vrijedi: 1 = T2 i Y1 = Yo.

Kolinearni vektori su u ravnini prikazani paralelnim usmjerenim duzinama. Vektorid = x1% + Y17 ib = T2t + y9) su
kolinearni ako su koeficijenti odgovarajucih jedini¢nih vektora proporcionalni odnosno ako vrijedi:

L}

) Y2

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zeli$ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "
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Racéunanje s vektorima

Zbroj vektora

Pravilo trokuta: Vektore AiB koji se ne nalaze na istom pravcu zbrajamo tako da najprije pocetak vektora B
dovedemo na kraj vektora A, ili obrnuto. Nakon toga spojimo po&etak vektora A s krajem vektora B, ili u drugom

slucaju obrnuto.

wl

>

Pravilo porolelogromo Vektore A i B koji se ne nalaze na istom pravcu zbrajamo tako da najprije pocetak vektora
Ai pocetok vektora B dovedemo u istu toCku. Zatim nacrtamo paralelogram kojemu su dvije stranice vekotor Ai
vektor B. Zbroj vektora ¢e biti vektor koiji ¢ini dijagonala tog paralelograma s istom pocetnom tockom kao vektori

AiB.
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Zbroj vektora na istom pravcu

— — —
A B A
> > >
h
—_— — — — -
=A+B =A+B B

Zbroj tri vektora

Zbrajanje 3 ili viSe vektora se svodi na uzastopno dodavanje novih vektora na kraj prethodnog kao sto je prikazano
na slici. Kao i kod zbrajanja 2 vektora, na kraju spajamo pocetak prvog i kraj zadnjeg vektora.
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. Kako bi zbrojili ' Translatiramo ' Nacrtamo rezultantni
3 vektora ... vektore Bi C vektor od podetne

tocke do krajnje

_ // D
C /
AR — .
> — A C
— 7 A
I .
— B
B
Oduzimanje vektora
— —_ —> Ered
Oduzimanje B od A .. ... jeisto kao zbroj -B + A
A A —
o N o Y
— — — —
A B A -B
<€ - < +
— —  — —
B A-B -B A+ (B)
— —
A A
Mnozenje vektora skalarom
Ako pomnozimo vektor d skalarom k dobit ¢emo vektor ka za koji vrijedi:
- duljina mu je umnoZak apsolutne vrijednosti broja k i duljine vektora @ tj. |kd| = |k||d|, odnosno reéi éemo da mu

se duljina produljila |k| puta
- ako je k > 0 onda mu je orijentacija jednaka orijentaciji vektora d, a ako je k < 0 onda mu je orijentacija
suprotna orijentaciji vektora d
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>

A A

— —
_—>
2A 3A
> <

a) MnoZenjem vektora s b) MnozZenjem vektora s
2 njegova se duljina negativnim brojem smjer vektora
produlji dva puta se promijeni, a duljina mu se produlji

(u ovom slucaju 3 puta)

Zbrajanje u koordinatnom sustavu

Vektore a = a:ﬁ + yJ ig = 332; + ygj zbrajamo tako da posebno zbrojimo brojeve uz ; a posebno brojeve uz 3
Oduzimanije je zbrajanje sa suprotnim vektorom.

el
_|_
S
I
—~~
8
—
_|_
8
[\
~—
=
_+_
<
—
+
<
[\
~—
<

2+ W+ @+ ()

Ql
I

21 + 4 a+

5 - 8)

Ql
+
I

3 - 4]

Skalarni umnozak vektora

Skalarni umnozak vektora dan je sliedeé¢om formulom, gdje su @ i 3 neki vektori, a ¢ kut izmedu njih.

T1T2+Y1Y2
@Ay /e

cosp =
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Skalarni umnozak okomitih vektora jednak je 0.

Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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PRAVAC

Jednadzba pravca

Pravac je skup svih to¢aka (:1:, y) u ravnini koji zadovoljavaju jednadzbu y = kx + [. Ovaj oblik jednadzbe pravca
se zove eksplicitni. Broj k zovemo koeficijent smjera (nagib pravca), a broj [ je odsje¢ak na osi y.

<
I
™
8
+

N
8
+
os/
<
+
Q
I

Isti pravac, dva zapisa:

eksplicitni oblik: y = 2x + 1
implicitni oblik: 2x -y +1 =0

xV

Treci oblik je segmentni. Broj m je mjesto gdje pravac sijeCe x-0s, a n je mjesto gdje sijeCe y-os. Drugim rijec¢ima,
pravac sijece koordinatne osi u tockama (m, 0) i (0, 7).
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/ segmentni oblik: ol % il

/ gdje sijetemo x-os gdje sijegemo y-os

\

Jednadzbu pravca kojem znamo koeficijent smjera k i jednu to¢ku kroz koju prolazi, recimo A(wl, yl), zapisujemo
na sljiededi nacin.

y—y1—k(az—x1)

Zadnji oblik je jednadzba pravca kroz dvije tocke. Neka su A (21, y1) i B (22, Y2) te tocke koje se nalaze na
pravcu.

_ _ Y~

| y—y == (z— 1)

Koeficijent smjera
Koeficijent smjera ili nagib pravca mozemo rac¢unati na dva nacina.
1. Ako imamo zadane dvije tocke A (z1,y1) i B (22, Y2).

2. Ako imamo kut ¢ koji pravac zatvara s pozitivnim (desnim) dijelom z-osi.

=
|
S
<
I
~
Q
AN
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YN
y
A, 3) "K".
BG, 2) T~
>
X

Nultoéka i odsjecak na osiy

koeficijent smijera
N #" (moZemo radunatii kao 2 - 3)

ako je desna tocka nize

koliko smo se pomakli dolje

" w__ koliko smo se pomakli desno

od lijeve, stavljamo minus

(moZemo racunatii kao 3 - 0)

Neke posebne toCke na pravcu u koordinatnom sustavu su one u kojima pravac sijece osi T i y.

Nulto¢ka je broj  u kojem graf sije¢e os x. MoZzemo ga dobiti i rieSavanjem jednadzbe kx + [ = 0. Zato $to se

nalazi na osi , druga koordinata to¢ke koja na prvom mjestu ima nultoéku « je uvijek 0.

Odsje¢ak na osi Y je broj y u kojem graf sijece os y. Iz jednadzbe pravca veé¢ znamo da ¢e on iznositi L. Sliéno kao
kod nultocke, zato $to se odsjeak nalazi na osi y, prva koordinata tocke koja na drugom mijestu ima broj [ je uvijek

0.

(0, y)

nutocka

\
N
Ny
0]

‘odsjeéak
,ha osi y

)

. nutocka

%
/
,

(x, O)
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[=] 47 =]
[=] 2.

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Svojstva pravca

Udaljenost tocke od pravca

Udaljenost tocke A(zg, yo) od pravca Az + By + C radunamo:

VLB

Medusobni polozaj dvaju pravaca

Dva pravca mogu se:

» sjeci u jednoj tocki

+ uopce se ne sjeci (paralelni su)
- preklapati.

Do svakog od ovih slu¢ajeva dodemo rjeSavanjem sustava jednadzbi koji je nastao od jednadzbi ta dva pravca.

Aix+Biy+C; =0
AQ:B—I—B2y—f—02:O

Ps P2 Py P2
P,
/pz
pravci se sijeku pravci su paralelni pravci se podudaraju

(isti su)
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Kut izmedu dva pravca
Kada pri€¢amo o kutu izmedu pravaca, uvijek mislimo na onaj manii.

Ako s a oznagimo taj kut, za pravce y = kix + lo iy = kox + I3 vrijedi:

Paralelnost i okomitost

Pravci su paralelni ako vrijedi sliedeée (imamo dvije formule, ovisno zapisemo li pravce uoblikuy = k1x + lo iy =
kox + 1y i|iA1$E+Bly+C1 = OiA2w+B2y+Cz = 0)

B . A _ B
: ki =ky ili T =5

Pravci su okomiti ako vrijedi sliedec¢e (imamo dvije formule, ovisno zapisemo li pravce u oblikuy = kixz + lr iy =
kox + 1y i|iA1$E+Bly+C1 = OiA2$+B2y+Cz = 0)

Pravci paralelni s koordinatnim osima
- pravac paralelan s z-osi je oblika y = [, gdje je [ neki broj

- pravac paralelan s y-osi je oblika z = b, gdje je b neki broj
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Svida ti se $to vidis? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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NIZOVI

Pojam niza

Niz realnih brojeva je svaka funckija koja svakom prirodnom broju pridruzi neki realni. Matematicki zapisano, to je
funkcija a : N — R. Niz @ ozna¢avamo s (ay, ), ili samo (a,), n € N.

Dakle, prvi €lan niza je onaj broj koji je pridruzen jedinici. OznaCavamo a; umjesto a(l).
Drugi Clan niza je as, treci ag i tako dalje za sve prirodne brojeve.

Opc¢i ¢lan niza je element a,,, odnosno broj koji se nalazi na n-tom mjestu u nizu. Niz ima beskonaéno mnogo
¢lanova, a ¢lanove odvajamo zarezom.

)
—_
)]
g
Q
S

Zadavanje nizova

« preko opceg ¢lana: zadan je opdi ¢lan a,,, a onda do bilo kojeg drugog ¢lana dodemo tako da u zapisu i formuli
opceg Clana zamijenimo n s brojem koji nas zanima

» rekurzivno: zadano je prvih nekoliko ¢lanova niza, npr a; i as, a svi sliedeci su onda zadani koristenjem prethodnih
Clanova

- rije¢ima: samo dobro procitamo kakav nas niz traze, npr. niz neparnih brojeva bibio 1, 3,5, . ..

Niz zadan preko opéeg ¢lana

Opdéi ¢lan: o =14
Y 1
" n o, =i _______ Ouz = i .......
2 43
o =L
3
o . . 1 11
konacni niz: 1’?’?’2’
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Fibonaccijev niz

primjer rekurzivno zadanog niza

a; =1 az =o; ta,=1+1=2

a, =1 a, =0a, +az=1+ 2 =

Qp = Any + A Qs = Oz *+ =2+35=5
dg = +a;="+5=8

konacniniz:1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..

Monotonost niza

Niz (an) je rastuéi ako za svaki n vrijedi a, < a,1, odnosno ako je svaki sliededi ¢lan niza vedi od prethodnog.

Niz (an) je padajuéi ako za svaki n vrijedi a,, > a,+1, odnosno ako je svaki sliededi ¢lan niza manji od prethodnog.

Ako je niz rastuci ili padajuci, kazemo da je on monoton.

Omedenost niza

Niz (an) je ograni¢en (omeden) ako postoje brojevi m i M takvi da vrijedim < a,, < M za svaki brojn.

Drugim rijec¢ima, niz je ograni¢en odozdo ako postoji neki broj m od kojeg niti jedan ¢lan niza nije maniji. Jos
kazemo da je m donja meda niza.

Niz je ograniéen odozgo ako postoji neki broj M od kojeg niti jedan &lan niza nije vedi. Jos kazemo da je M gornja
meda niza.

OFFA0
[E Xk

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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Aritmeticki niz
Niz je aritmeti¢ki ako je razlika bilo koja dva susjedna ¢lana stalna i jednaka nekom realnom broju d. Drugim

rije¢ima, ako za svaki prirodni broj n (osim broja 1) vrijedi

S
3

|
S
3
R

|
Q

Broj d se zove razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza.

Aritmeticki niz jo§ mozemo zamisljati kao niz koji ima poc¢etak i onda samo na taj prvi broj dodajemo uvijek isti broj
kako bi dosli do ostalih ¢lanova niza.

Ako je prvi ¢lan a1, onda je drugi a1 + d, treéi a; + 2d i tako dalje.

razlika d
+3 +3 +3

prvi ¢lan a; as s ay

Po tome mozemo napraviti i formulu za opdi ¢lan aritmeti¢kog niza:

S
S
|
S
—
+
—~~
S
|
—
~—
SH

Naziv aritmetiCkog niza dolazi upravo od aritmeti€kog sredine jer svaki ¢lan niza mozemo dobiti kao aritmetiCku
sredinu njegovog prethodnika i njegovog sljedbenika:

)]
S
|
()

Imamo i formulu (zapravo dvije) za zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza. To je dakle formula za racunanje: prvi
Clan + drugi ¢lan + . . . + n-ti ¢lan, gdje je n taj ¢lan do kojeg zelimo racunati zbroj.
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Svida ti se Sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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Geometrijski niz

Niz je geometrijski ako je omjer (koli¢nik) bilo koja dva susjedna &lana stalan i jednak nekom realnom broju q.
Drugim rije¢ima, ako za svaki prirodni broj n (osim broja 1) vrijedi

I
<

Broj g se zove koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza.

Geometrijski niz jo§ mozemo zamisljati kao niz koji ima poetak i onda samo taj prvi broj mnozimo uvijek istim
brojem kako bi dosli do ostalih ¢lanova niza.

Ako je prvi ¢lan a1, onda je drugi a; - g, trecia; - q2 i tako dalje. Primijetimo da smo kod aritmeti¢kog niza imali
zbrajanje, a sada mnozenje. Samo u tome je razlika!

koli¢nik q
2B 2

prvi ¢lan ay as s ay

Sada mozemo napraviti i formulu za opci ¢lan geometrijskog niza:

)
S

I

Q
=
!

Kao §to smo imali aritmetiCku sredinu, sada imamo i geometrijsku. Naziv geometrijski niz dolazi upravo od
geometrijske sredine. Svaki ¢lan geometrijskog niza mozemo dobiti kao korijen umnoska njegovog prethodnika i
sliedbenika:

S
S
|
Q
T
—
S
S
_|_
=

Imamo i formulu za zbroj prvih i Clanova geometrijskog niza. To je dakle formula za raCunanje: prvi ¢lan + drugi ¢an
+ ...+ n-ti ¢lan, gdje je n taj Clan do kojeg zelimo racunati zbroj.

i | i
: Sn ap q—1 :
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Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako Zelis toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici. "

[=] 3z
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FUNKCIJE

Pojam funkcije

Funkcija je pridruZivanje, preslikavanje elemenata iz jednog skupa u drugi. Bitno je da svakom elementu prvog
skupa pridruzimo to¢no jedan element drugog skupa - inace nije funkcija.

Funkciju takoder mozemo zamisliti i kao "crnu kutiju" u koju nesto ubacimo, a onda nam ona po nekom pravilu izbaci
nesto van.

Graf funkcije je ono Sto dobijemo kada funkciju nacrtamo u koordinatnom sustavu. Formalno, to je skup tocaka
(z, f(x)), za sve x koje funkcija moZe primiti.

Je li neki graf funkcija mozemo provijeriti vertikalnim testom. Ako vertikalni pravac sijeCe funkciju u dvije ili vise
tocaka, nije funkcija, a u suprotnom jest.

uvijek samo
jednom sijece

sijeCe dva puta

~~ e

funkcija

\ ‘\\
AN N\ ) )
\ / nije funkcnla

Funkciju ozna¢avamos f : D — K, gdje je f ime same funkcije, D onaj prvi skup iz kojeg uzimamo elemente, a K
je skup gdje se nalaze sve moguce vrijednosti koje funkcija moze vratiti.

Skup D se zove domena (podruéje definicije), a K je kodomena (podrucje vrijednosti). Elemente domene, $to je
najéesce nas x, zovemo argument (nezavisna varijabla) funkcije, a elemente kodomene ¥y vrijednosti (zavisne
varijable) funkcije.
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Slika funkcije je skup svih mogucih vrijednosti koje funkcija moze poprimiti. Ne mora nuzno biti isto Sto i kodomena.
Kodomena moze sadrzavati jo§ neke elemente koje funkcija nikad neée pogoditi. Oznaka za sliku je Im.

D (domena) K (kodomena) Preslikavamo brojeve iz skupa D

u slova iz skupa K.

Iz svakog elementa u skupu D
mora izlaziti strelica, no ne mora

sve iz skupa K biti pogodeno.

D=1{1,2 3, 4}
K={a, b, c,e}
Im={aqa, b, e}

Domena i slika funkcije
Pogledajmo kako se odreduju domena i slika funkcije ako ju imamo nacrtano u koordinatnom sustavu.

Domenu gledamo na x-osi, odnosno koji su to sve x-evi koji ¢e davati neku vrijednost funkcije. Npr. logaritamska
funkcija na prvoj slici, ne izbacuje nikakvu vrijednost za x = —1 jer iznad tog x-a nema ni¢ega. Ali recimo za x = 2,
vidimo da je iznad njega to¢no jedna to¢ka pa je on u domeni.

Sliku odredujemo na isti nacin, samo gledamo po y-osi. Dakle pitamo se, koji su to sve y-i koje funkcija moze
postici? Zamislimo si kao da spljostimo graf na y-os i pogledamo $to je sve taj graf pogodio. To ¢e nam upravo biti
slika. Za domenu smo mogli razmisljati na isti nacin, samo bi graf morali spljostiti na x-os.
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D = {0+ co) D=R
Im =R Im = (-3,+ co)

Postoje tri pravila za odredivanje domene funkcije, ovisno o kojoj se funkciji radi.
« ako u funkciji imamo razlomak, bitno je da nazivnik bude razlic¢it od 0
- ako u funkciji imamo korijen, bitno je da veli¢ina pod korijenom bude veca ili jednaka 0

« ako u funkciji imamo logaritam, moramo paziti na dvije stvari;
1) baza logaritma mora biti ve¢a od 0 i razlicita od 1
2) veli¢ina pod logaritmom mora biti vec¢a od 0

Injekcija, surjekcija i bijekcija
Funkcija je injekcija ako se svaki  preslika u svoj, drugaciji y tj. ako ne postoje dva x-a za koja ¢e funkcija izbaciti

istu vrijednost. Injektivnost se provjerava horizontalnim testom. Sli¢no kao i vertikalni test, ako vodoravni pravac
sijece funkciju u dvije ili visSe tocke, nije injekcija, a u suprotnom jest.
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IN
uvijek samo .
. L sijeCe dva puta
jednom sijece ,
horizontalni test
X
injekcija 7 N
\ A
N Ve
nije injekcija

Funkcija je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni funkcije. Drugim rije¢ima, ako je svaki element
kodomene pogoden.

Funkcija je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.
Vrijednost funkcije

Kada Zelimo izraCunati vrijednost neke funkcije u nekoj toCki &, sve sto trebamo napraviti je zamijeniti svako
pojavljivanje varijable x u funkciji s brojem koji mu je pridruzen. Izraz koji dobijemo bi trebao imati samo brojeve,
njega izracunamo i rezultat ¢e biti ono §to zovemo vrijednost funkcije.

f(x) = x2 + 10+ x + 2 f3) =32+ 103+ 3 + 2
X =23 f(3) =1014

Kompoazicija funkcija

Kompozicija funkcija je operacija medu funkcijama koja oznacava djelovanje jedne funkcije na drugu. Preciznije,
jedna funkcija djeluje normalno, kao §to smo navikli, na argument x, a druga funkcija djeluje na rezultat koji izbaci
prva funkcija za tgj .

Za funkcije f i g, kompozicija funkcija f i g se ozna¢avasgo f.
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Kompoziciju mozemo racunati na dva nacina. Prvi je da izraCunamo kako izgleda ba$ funkcija koja je nastala kao
kompozicija, a onda uvrstimo broj koji nas zanima. U drugom nacinu prvo izraGunamo vrijednost unutarnje funkcije u
broju koji je zadan, a onda za dobivenu vrijednost izraCunamo vrijednost druge, vanjske funkcije.

Oprez!go f / f g

f(x) = x +1 gof=g( ) =g( ) =
gx) =2x -1 =2 ( )-1=2x+1
x =3 oNB=2-3+1=7

flx) = x +1 g o f = g(f(x)

g(x) = 2x - 1 f(3)=3+1-=

X =23 gt)=2" 7

Inverzna funkcija

Funkcije g inverzna je funkciji f ako vrijedi:

+9(f(x)) =z zasvakiz € Dy

- f(g(y)) = yzasvakiy € D,.

Pisemo g = f~!. Uisto vrileme je funkcija f inverzna funkciji g te pisemo f = g~ *.

Grafovi inverznih funkcija f i g simetriéni su s obzirom na pravac y = .

164
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Y f(x) = ln(x)

Postupak za trazenje inverzne funkcije funkciji f(z):
1. zapisemo y = f(x)
2.jednadzbu y = f(z) rijeSimo po nepoznanici
3. ako postoji jedinstveno riedenje te jednadzbe, tada je inverzna funkcijo x = f -1 (y)

4. na kraju samo zamijenimo imena nepoznanica, gdje piSe x stavit ¢emo y i obrnuto te dobijemo zapis y =

(=)

Napomena: Funkcija ima inverznu funkciju onda i samo onda ako je ona bijekcija.

Svida ti se sto vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inamal
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Svojstva funkcija

Graf funkcije

Graf funkcije je ono §to dobijemo kada funkciju nacrtamo u koordinatnom sustavu. Formalno, to je skup tocaka
(z, f(z)), za sve x koje funkcija moze primiti.

Ne mora svaki graf biti funkcija. Medutim, za bilo koji graf lako mozemo provijeriti je li funkcija ili ne, takozvanim
vertikalnim testom. Ako negdje na grafu mozemo povudi ravnu, uspravnu liniju tako da sije¢e graf u dvije ili vise
tocCke, onda to nije funkcija. U suprotnom je!

uvijek samo
jednom sijece

\,

sijeCe dva puta

h? -
\ -
S ‘-
N Pocta

funkcija

\ ‘\\
AN N\ ) )
\ / nije funkcnla

Nultocke funkcije

NultoCka je broj x u kojem graf sijeCe os x. Mozemo ga dobiti i rjeSavanjem jednadzbe koju dobijemo kada funkciju
iziednacéimo s 0. Zato §to se nalazi na osi &, druga koordinata tocke koja na prvom mjestu ima nultocku  je uvijek 0.

Funkcija moze imati nula nultoCaka, ali moze ih imatii puno.
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nuto¢ka

/

>

/r

nutocke

Monotonost

Funkcija je rastuc¢a ako za $to vedi x koji ubacimo u funkciju, ona izbaci i vedi broj nazad. Dakle, ako racunamo
vrijednost funkcije za neka dva broja, funkcija ¢e vratiti vecu vrijednost za vedi od tih brojeva. Na grafu, ako
gledajuéi s lijeva na desno vidimo da funkcija ide prema gore, da se penje, onda je funkcija rastuca.

Funkcija je padajuca ako za §to vedi x koji ubacimo u funkciju, ona izbaci maniji broj. Dakle, ako raCunamo
vrijednost funkcije za neka dva broja, funkcija ¢e vratiti manju vrijednost za vedi od tih brojeva. Na grafu, ako
gledajuéi s lijeva na desno vidimo da funkcija ide prema dolje, da se smanjuje, onda je funkcija padajuca.

Monotone funkcije su ili rastuce ili padajuce funkcije.

\ > // >

pada \l raste /‘

Omedenost

Funkcija f je ograni¢ena (omedena) ako su sve vrijednosti koje funkcija poprima vec¢e od nekog broja i manje od
nekog drugog broja. Formalno, ako je m < f(a:) < M za neke brojeve mi M.

U suprotnom ¢emo reci da je funkcija neomedena.
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odozgora omedena s 3 odozgora omedena s 5 odozgora neomedena
odozdo omedena s O odozdo neomedena odozdo neomedena

Parnost i neparnost
Funkcija f je parna ako vrijedi f(—z) = f(z). Graf parne funkcije je simetri¢an obzirom na y-os.
Funkcija f je neparna ako vrijedi f(—z) = — f(x). Graf neparne funckije je simetrian obzirom na ishodiste.

Za sve druge funkcije kazemo da nisu niti parne niti neparne.

Periodi¢cnost

Funkcija f je periodiéna s periodom T' ako vrijedi f(z) = f(x 4+ T'), odnosno vrijednost funkcije f se ponovi svaki
put kada se pomaknemo za T'. Najmanji takav pozitivni period T' se zove temeljni period. Na grafu, periodi¢nost
znaci da ¢emo imati neki komad funkcije koji ¢e se svako toliko ponoviti.

[=] 47 =]
[=] 2

Ova skripta je free jer svi mi volimo besplatne stvari!
Ako zeli§ toga jos, skeniraj ovaj QR kod i isprobaj besplatno ostale materijale na nasoj stranici.
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VJEROJATNOST

Vjerojatnost

Dogadaqj je bilo koji podskup skupa elementarnih dogadaja.

Razlika izmedu elementarnog dogadaja i dogadaja je u tome $to elementarni dogadaj gleda samo jednu mogucu
vrijednost kako pokus moze zavrsiti, a dogadaj moze gledati jedan ili vise rezultata. Na primjer, ako je pokus
izvlaCenje karata iz $pila, elementarni dogadaj je "izvukli smo kralja herc", a dogadaj bi mogao biti "izvukli smo bilo
kojeg kralja"(tu dakle imamo 4 mogucnosti "izvukli smo kralja herc, tref, karo ili pik").

pokus: izvlacenje karata

(2 = {as herc, kralj tref, ...} (prostor elementarnih dogadaja)
A = izvukli smo kraljicu (ishod ili elementarni dogadaj)
g broj kraljica u pilu 4 1
P(A) = = =
52 karte broj karata u Spilu 52 13

Neka pokus ima konaéno mnogo ishoda(elementarnih dogadaja). Vjerojatnost svakog ishoda je neki pozitivni bro;j.
Ono §to mora vrijediti je da je zbroj svih vjerojatnosti elementarnih dogadaja jednak 1.

Vjerojatnost dogadaja je zbroj vjerojatnosti elementarnih dogadaja od kojih je taj dogadaj sastavljen.

Vjerojatnosni prostor &ine skup elementarnih dogadaja §2 i na njemu definirana vjerojatnost.
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pokus: izvlaéenje karata

(2 = {as herc, kralj tref, ...} (prostor elementarnih dogadaja)

A = izvukli smo kraljicu (dogaday))

izvukli smo kraljicu

P(A)

P, )
, erc, tref, karo ili pik
e ) /
— /

52 karte 1 1 1 1 1

52 52 52 52 13

Klasiéni vjerojatnosni prostor

Klasi¢ni vjerojatnosni prostor je vjierojatnosni prostor u kojem su svi ishodi jednako vjerojatni. Na primjer, bacanje
novcica ili bacanje kockice.

Ako imamo 1 mogucih ishoda, onda je vjerojatnost jednog ishoda jednaka % Ako imamo dogadaj koji se sastoji od
vise ishoda, tada imamo donju formulu:

Nezavisni dogadaiji

Neki dogadaiji jednostavno nisu povezani jedan s drugim, odnosno ishod jednog ne utjeCe na ishod drugog. Na
primjer, dogadaiji "sutra ¢e padati kisa" i "na kocki ¢e pasti broj 5".

Takve dogadaje zovemo nezavisni dogaddgiji.

Za nezavisne dogadaje vrijedi da je vjerojatnost da se dogode svi dogadaji(odnosno njihov presjek) jednaka
umnosku vjerojatnosti svakog dogadaja posebno, §to govori donja formula.
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=4
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Bernoullijeva shema

Zamislimo da ponavljamo neki pokus 7 puta. Taj pokus ima samo dva ishoda - moze biti bilo §to, uspjeh i neuspjeh,
pismo i glava, ili nesto sli¢no. Vjerojatnost prve opcije je p, a druge je onda 1 — p. Vjerojatnost da se prva opcija
ponovi to&no k puta racuna se Bernoullijevom shemom.
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Uvjetna vjerojatnost

Imamo dva dogadaja A i B tako da je dogadaj B mogug, to jest vierojatnost P(B) > 0. Za takve dogadaje
mozemo racunati uvjetnu vjerojatnost. Puni naziv je uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio
dogadaqj B, a formula je dolje u dva oblika.

p(4| B) = X5
p(ANB) =p(B)-p(A| B)

Vjerojatnosno stablo

Preko vjerojatnosnog stabla mozemo racunati vierojatnosti i uvjetne vjerojatnosti. Dobro nam dode kada imamo
kompliciranije primjere, a osobito kod onih koji imaju zadane informacije po nekakvim koracima.

U prvom grananiju stabla gledamo kolika je vjerojatnost da se dogodio neki od mogucih ishoda u prvom slucaju.
Dalje, za svaki od tih slu¢ajeva gledamo uvjetnu vjerojatnost da se dogodio novi dogadaij, uz uvjet da se dogodio
ovaj prije njega u stablu. Tako nastavljamo dalje koliko treba.

www.gradivo.hr 17



C gradivo.hr

vjerojatnost da se dogodio B,

a prije se dogodio A

vjerojatnost da se \(
dogodio A
/ P(BIA) B AB
4
P(BIA) B AB
®
P(BIA) B AB
P(A) A
Z\ \ _ _
P(B|A) B AB

vjerojatnost da se -
dogodio A (

vjerojatnost da se dogodio B,

a prije se dogodio A

P(AB) = P(A) « P(BJA)

Formula potpune vjerojatnosti

Zamislimo da imamo neke dogadaje koji se svi medusobno iskljuCuju, odnosno da se nikoja dva ne mogu dogoditi
istovremeno. Nazovimo te dogadaje Hy, Ho, ..., H,,. Isto tako, neka se prostor elementarnih dogadaja {2 moze u
potpunosti sastaviti od tih dogadaja tako da nista ne fali. Drugim rije¢ima, ti dogadaii u uniji daju cijeli §2, tj. prostor
elementarnih dogadaja {2 se moze podijeliti na nase dogadaje Hy, Hs, ..., H,,.

Tada za bilo koji dogadaj A vrijedi formula potpune vjerojatnosti.
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bake dijele slatkiSe s odredenim vjerojatnostima

Baka Nevenka

£ £
(emo) (emo)
\/ 1M \/ I
1 3
¢okolada — —
3 4
2 1
bomboni S —
3 4

Vjerojatnost da dobijemo ¢okoladu ako dobivamo

slatkiSe od baka s jednakom vjerojatnoséu?

D

P(Cokolada) = P(Nevenka) P (Cokolada | Nevenka)
+ P( )+ P(&okolada | Milka)

1 1 3 13

= S

1
2 3 2 4 24

www.gradivo.hr 173



C gradivo.hr

Sada mozemo doci do i Bayesove formule. Imamo dvije vrste, kracu i duzu. One su skroz iste, samo je u duzoj P(A)
zamijenjen s formulom potpune vjerojatnosti koju smo vidjeli gore.

P(B | 4) = P75

' _ p(Hi)p(A|H;)
p(HZ | A) - p(Hl)p(A‘H1)+p(H2)p(A|H2)+-~+p(Hn)p(A|Hn)

Svida ti se $to vidi§? E pa ima toga jos! Skeniraj QR kod pored i pretplati se na pripreme za maturu
koje su ti uvijek dostupne, u neogranic¢enim koli¢inama!
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