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1. Motivaci 6n

» Computer vision (Vision Computacional): Quasiconvex
optimization for robust geometric reconstruction, Ke and
Kanade (2007)

» Spanning economics:
-Price discrimination and social Welfare, Varian (1985):
marginal cost, market prices, utility functions, etc.
-The theory of incentives: the principal agent model, Laffont
and Martimort (2009): Book




» Industrial organization: Topics in microeconomics: Industrial
organization, auctions and incentives, Wolfstetter (1999)

» Location Theory: Quasiconvex optimization and location
theory. Gromicho (1998)
» Applied Mathematics: Nash Equilibrium Problems,

guasiconvex multicriteria minimization, fractional optimization,
between others.




Ejemplo: Teoria Econdmica de la Decision
Los modelos en la teoria econémica de la decision consiste en la
mejor eleccion del agente economico dentro de todas las posibles
alternativas a escoger.
» El conjunto de eleccion, que nos dice cual es el universo de
alternativas.
» El criterio de valorizacion se define mediante una relacion
binaria = (preferencia)
» Las restricciones, que delimitan el conjunto de
oportunidades.




Modelo

Dado el conjunto de eleccion X , una funcion u: X — Res una
funcion de utilidad para = si para todo x,y € X

yIXe ply) <px).

Las preferencias = bajo ciertas condiciones sobre X pueden
representarse por una funcion de utilidad x . Elegir la mejor
alternativa se convierte asi en

max{u(X) : X € X}

DAl




Un tipo particular de funcion de utilidad es la funcion
cuasi-concava que esta intimamente relacionada a la hip6tesis de
convexidad de la preferencia. Recordemos que = es convexa Si
dados x,y e Xconx Zyyx=zen XyO0<a < 1entonces

XZay+(l-a)z

Recordemos un resultado bien conocido:
= es convexa si, y solamente si, . es cuasi-concava. Asi el
problema de optimizacion:

max{u(X) : X € X}

es cuasiconcavo.




Ejemplos de funciones cuasi-concavas en economia son

» La funcion de Cobb-Douglas 1 : R, — R such that

i=1
n

donde a; >0, Vi, Y- aj > 1,yk > 0.
i=1

» La funcion de produccion C.E.S p : RTriR, tal que

n —v/p
n(x) = k [Z W’]
i=1

n

donde 4 € (0,1),Vi,> 6 =1 k>0,ve (0,1)y
i=1

p>-1p#0.
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2. Teoria
Definicion: Funcion convexa

Seaf : C c R" — R, donde C es un conjunto convexo y C # (). La
funcion f es llamada convexa si

flaxg 4+ (1 — a)xe) < af(x1) + (1 — a)f (x2)
para todo xi,x € Cy a € [0, 1].

f sera estrictamente convexa en C si la desigualdad es estricta
para todo x3, %2 € C, X3 # X, Y a € (0,1).




X

ax+(i-—a)y Y

Figure: Grafica de una funcion convexa
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Definicion
C. Entonces f es cuasi-convexa Si

Seaf : C ¢ R" — Runa funcion definida en el conjunto convexo

f(ax+ (1-a)y) < max{f (x),f (y)}
VxyeCVAe|01].




Figure: Funcibn cuasi-convexa discontinua

=] 5




Figure: Funcibn cuasi-convexa continua
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Caracterizaciones y propiedades

» f es cuasi-conexa si sus conjuntos de nivel inferior
L(f,a) ={xeC:f(X) <a}

son conjuntos convexos para todo a € R

» (Fenchel, 1951) Sea ¢ : C ¢ R" — Runa funcion
cuasi-convexay seaf : D € R— Runa funcién no
decreciente en D conteniendo la imagen de ¢, entonces la
funcién composicion f o ¢ es también cuasi-convexa.
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Diferencias con funciones convexas

» Cuando la funcion es convexa es bien conocido que todo
minimo local es global. Sin embargo, para funciones
cuasi-convexas este resultado no es verdadero. Basta
considerar la funcion cuasi-convexa.

X2 —1<x<1
f(x)= 2 1<x<3
—(x—4)%+6 3<x<4.
Observamos que x = 2 es un minimo local, pero no un
minimo global.
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\->li/|’|nimo local
NI

Figure: Minimo local, que no es minimo glogal
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Funciones cuasi-convexas diferenciables

» Sea C un conjunto convexo abierto de R"y f : CriR una

funcion diferenciable en C. Entonces, f es convexa si y solo si

fly) > f(x) + (VF(X),y —X),¥x,y € C.

Figure: Grafica de una funcién convexa
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» (Arrow y Enthoven, 1961) Sea f : C ¢ R" — Runa funcion

dife-renciable en el conjunto abierto convexo C. Entonces, f

es una funcién cuasi-convexa si y solo si para todo x;,x; € C

f(x1) < f(x2) implica que (x; — x2)" Vf (x2) < O

il

Figure: Conjuntos de nivel de una funcion cuasi-convexa
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Funciones cuasi-convexas dos veces diferenciables

» Sea C un conjunto convexo abierto de R"y f : CriR una
funcion dos veces continuamente diferenciable en C.
Entonces, f es convexa si y solo si

V2 (x) = 0,¥x e C.

» (Arrow y Enthoven, 1961; Avriel, 1972) Sea una funcion
f : C ¢ R" — Rcuasi-convexa y dos veces continuamente
diferenciable en el conjunto abierto y convexo C. Si X € C,
v e Ry VIVf (x9) = 0 entonces 0 < VI V2f (xg) V.




» Seaf : C c R" — Runa funcion cuasi-convexa dos veces
continua-mente diferenciable en el conjunto abierto C. Si
X0 € Cy Vf (xo) = 0, entonces 0 < 2" Vf (x) z para todo
ze R

» (Gerencsér, 1973) Sea f : C ¢ R” — Runa funcion
cuasi-convexa dos veces continuamente diferenciable en el
conjunto abierto y convexo C. Entonces V2f, la Hesiana de f,
tiene a lo mas un autovalor negativo para todo x € C.




Condicion necesaria y suficiente para funciones
cuasi-convexas dos veces diferenciables

El k-ésimo orden de la matriz Hessiana de una funcion f dos
veces continuamente diferenciable en el punto x € R" es definida

como
o o of ot
OX1 OXo """ OX
of 0% 0% 9%f
Dk (X) — | OX¢  OX10X1  OX1OX%2 T OX10%k
of 9% 9% gi

OXx  OXOXy  OXOX%o """ OXOXk




» Una condicion necesaria para que f sea cuasi-convexa en un
conjunto convexo C C R" es

(—1)*detDy (X) <0, k=1,...,n
para todo x € C, donde det denota la determinante.

» Una condicion suficiente para una funcion f : C ¢ R" — Rdos

veces continuamente diferenciable en un conjunto convexo C
sea cuasi-convexa en C es que

(=1)%det Dk (x) < 0, k=1,...,n
paratodo x € C.




Ejemplo

La funcion

f(X1, X2, X3) = X1XoX3
es cuasi-concava en R§r n
En efecto,

0 XoX3 X1X3 X1X2
D (x) = XXz 0 X3 X2
X1X3 X3 0 X1
X1 X2 Xo X1 0

PN




Tenemos

D1 = —x3x3 < 0

‘Dz‘ = 2X1X2Xg >0

D3| = —x3x3x3 < 0
entonces
(-1)'Da| >0

(-1)?|D2| >0

(-1)°|Ds >0

Por lo tanto, f (xg, Xz, X3) = X1%X3 €S cuasi-concava en Ri "

PN




3. Métodos para optimizaci 06n cuasi-conevxa
El modelo es:

min f(X)
{ S.a

XxXeXCR"
donde f : X ¢ R" — R es una funcibén cuasi-convexa, i.e.,

f(AX+ (L= N)y) <max{f(x),f(y)},vx,y € H;VA € [0, 1]
y X es un conjunto convexo.




VVvVyVvyVVyVYVYYVYyYy

Método del gradiente (Kiwiel and Murty 1996)
Método subgradiente (Kiwiel 2001 )

Métodos de los multiplicadores (??)

Métodos proximales (Papa Quiroz and Oliveira 2009)
Métodos de penalidades (??)

Método de Newton (?7?)

Método de Quasi-Newton (??)

Método de Gradiente conjugado (??)

Métodos proyectivos (?7?)




4. Método del Punto Proximal

Consideremos el problema

min f(x)
{ S.a

xeH

El método del punto proximal genera una sucesion de puntos {x<}
tal que:

X eH
X< = argmin{f (x) + 2||x — ¥ 1[|2,x € H}

Este método fue introducido por Martinet (1970) para resolver el
problema cuando f : H — R U {£o0} es una funcibn propia,
convexa, semicontinua inferior y H es un espacio de Hilbert.




Fue demostrado que si f es propia, convexa, semicontinua inferior
y si la sucesion {\y} satisface:

entonces {f (xk)} converge al infimo de f y si ademas el conjunto
de soluciones optimas no es vacio, entonces {xk} converge deébil

(fuerte si la dimension es finita) a una solucion del problema, ver
Guler (1991).
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4.1 Importancia

» Se ha convertido en la base teodrica para justificar la
convergencia de los métodos de multiplicadores para
resolver problemas de optimizacion. En particular, se ha
demostrado que detras de cada método multiplicador existe
un método proximal que lo genera (Rockafellar, 1976).
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» Se ha probado también que una gran clase de métodos de
descomposicion de problemas convexos son casos
particulares del método del punto proximal para encontrar un
cero de un operador mon6tono maximal, especificamente el
método de Douglas-Rachford estudiado por Lions y Mercier
(que abarca una gran clase de métodos de optimizacion) es
una version particular del método proximal, (Eckstein y
Bertsekas, 1992).



4.2 Algunos trabajos relacionados
» Tseng (JOTA, 2001), probd un resultado de convergencia
débil, i.e, si la funcion objetivo es semicontinua inferior y
acotada inferiormente y ademas A\ = A > 0 entonces todo
punto de acumulacion z es un punto estacionario:

f'(z d) := liminf (f(z+ Ad) - f(z)) > 0.
L0 A

» Kaplan y Tichatschke (JOGO, 1998), estudit el método para
una clase de funciones no convexas cuando la funcion
auxiliar f(.) + (\/2)||. — x¥~1||?> se convierte en fuertemente
convexa sobre cierto conjunto convexo mediante la eleccion
de un cierto .



4.2 Algunos trabajos relacionados (continuacion)

» Attouch y Bolte (Math Prog, 2009), bajo la hipétesis que f
satisface una propiedad de Lojasiewicz y {x<} acotada,
probaron la convergencia del método para algin punto critico
generalizado.

» Attouch y Teboulle (JOTA, 2004) y Alvarez et al (SIAM
J.Optim, 2004), para f cuasi-convexa y con un sistema
continuo prueban la convergencia del método para un cierto
conjunto que contiene al conjunto de soluciones 6ptimas.



4.2 Algunos trabajos relacionados (continuacion)

» Cunha et al.(Optimization, 2010) y Chen and Pan (Pacific
J.Optim, 2008): para f cuasi-convexa diferenciable y usando
distancias ¢—divergencias particulares prueban la
convergencia a un punto KKT cuando el parametro es
acotado.

» Pany Chen (JOGO, 2007): para f cuasi-convexa no
necesariamente diferenciable y usando distancias
homogéneas de segundo orden prueban la convergencia del
método a un punto KKT cuando el parametro es acotado.

» Souza et al (EJOR, 2010). para f cuasi-convexa diferenciable
y usando distancias separables de Bregman prueban la
convergencia del método a un punto KKT cuando el
parametro es acotado.



5. Extensi 6n del M étodo
Estamos interesados en resolver el problema

min{f(x) : x> 0}

no negativo.

donde f : R" — R U {400} es una funcion propia, semicontinua
inferior, localmente Lipschitz y cuasi-convexa tal que
domf NRY # ¢ y x > 0 significa que cada componente de X, x;, €s

DAl




5.1 Algoritmo

Dados una secuencia de parametros positivos {\x} y un punto
inicial
XeR,.

Paracadak=1,2,...,si0¢ of (x<=1), entonces parar. caso
contrario, encontrar XX € R" tal que

(1)
0.€ A(F () + Md(- X)) (X¥). 2
donde 9 es el subdiferencial de Clarke y d es una distancia
proximal tal que (d,H) € F(R").

DAl




5.2 Hipotesis

1. Hipotesis A. f: R" — RU {+o0} es una funcion propia
acotada inferiormente y localmente Lipschitz.
2. Hipotesis B. f: R" — R U {400} es una funcion
semicontinua inferior y cuasi-convexa.
Como estamos interesados en la convergencia asintotica del

método, también asumiremos que en cada iteracion 0 ¢ f (X<
esto implica que XX # x*~1, para todo k.




5.3 Algunas Propiedades

» Bajo las hipotesis dadas se tiene que {f(x¢)} es una
secuencia decreciente y ademas convergente.
Definamos el siguiente conjunto

U, := {x € domf NR" : f(x) < _inlgf(xi)}.
Je

Observemos que este conjunto depende de la eleccion de la

iteracion inicial x° y la secuencia {\y}.

Si U = ) entonces

i) {x} es no acotada.




5.4 Convergencia

> Bajo las hipétesis A, By (d,H) € F.(R"),, la secuencia {x*}
converge a algan punto de U..

> Sif es continuamente diferenciable, cuasi-convexa, acotada
inferiormente y 0 < \¢ < ), entonces la secuencia {x<}
converge a un punto KKT del problema. Ademas, si el
problema tiene solucion y existe i € 1(x) tal que

lim sup< (X,k )(Ik 1)) 0,

k—+o0

entonces {x} converge a una solucién 6ptima del problema.




5.5 Otros Resultados

» Si el subdiferencial es de Fréchet (no se asume ahora que f
es localmente Lipschitz) entonces se obtiene los mismos
resultados de convergencia (Papa Quiroz y Oliveira, EJOR
2012).

» Sila restriccion del problema es C = {x: Ax < b}, usando el
subdiferencial de Clarke y distancias de Bregman se obtiene
la convergencia de la sucesion a un punto critico del
problema (Papa quiroz y Mallma Raimirez, 2012).

» Si el conjunto de restricciones esta definido sobre una
variedad de Hadamard, usando distancias de Bregman y
subdiferencial de Fréchet sobre la variedad, la sucesion
converge a cierto conjunto que incluye el conjunto de
soluciones optimas (Papa Quiroz, 2012).
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